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Predmluva

Toto jsou poznamky k prednésce Uvod do &sticové fyziky (02UCF) vyucované na Fakulté jaderné
a fyzikalné inzenjrské Ceského vysokého uéeni technického v Praze, zaméfeni matematicka fyzika.
Jedna se o jednosemestralni kurz s dotaci 2 x 50 minut prednasek a 2 x 50 minut cviceni tydné.
Soucésti tohoto textu jsou i fesené ptiklady ke cvicenim.

Predmét je vyucovan v patém semestru bakalarského studia a jeho cilem je poskytnou stu-
dentim (toho ¢asu bez znalosti kvantové teorie) kvalitativni piehled o fyzice mikrosvéta a ma-
tematickych i experimentdlnich metodach, jez se k jejimu studiu pouzivaji.

Autor bude vdéény za upozornéni na chyby v textu, poptipadé naméty na jeho zkvalitnéni.
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Kapitola 1

Strucna historie casticové fyziky

1.1 Rané obdobi

P M2

Nase pout casticovou fyzikou za¢ind na sklonku 19. stoleti, kdy byla jiz vSeobecné uznavana
predstava hmoty slozené z bezpoc¢tu elementarnich stavebnich kamenti — atomit. Byla znama
periodicka tabulka prvkia a stechiometrické pravidla chemickych reakci, kinetické teorie plyni
vysvétlovala termodynamické vlastnosti plynu na zakladé pohybu atomu a molekul a krystalo-
grafie ukazovala, ze geometrie krystalu je disledkem pravidelného usporadani na mikroskopické
darovni.

Roku 1897 J. J. Thompson pozoroval paprsky emitované z katody vlivem vysokého napéti a
jejich ohyb v magnetickém poli. Diky tomu mohl uréit pomér niboje ku hmotnosti (¢/m) pro
¢astice katodového zafeni, ktery byl zhruba 2000x vétsi nez pro ionty vodiku. Céstice katodového
zatreni byly tedy mnohem leh¢i nez nejlehéi atom a muselo jit o zcela novou zakladni slozku hmoty.
Tak byl nalezen elektron, prvni subatomérni ¢astice.

Elektricky neutralni atom bylo mozné si predstavit jako systém zaporné nabitych elektront
pohybujicich se v silovém poli buzeném kladnym nabojem. Podle Thompsonovy predstavy byl
kladny naboj rozlozen v celém objemu atomu a elektrony v ném byly umistény jako rozinky
v pudinku. Tento model atomu byl nicméné prekonan v disledku objevu atomového jadra
Ernstem Rutherfordem v roce 1911. Ten ostfeloval tenkou zlatou félii proudem a-Castic, tedy
kladné nabitymi jadry helia, a pozoroval, do jakych smért se v dusledku elektrické interakce
rozptyli. Podle pudinkového modelu by se a-Castice jen mirné vychylovaly od svého ptvodniho
sméru. Rutherford nicméné pozoroval, Ze mald ¢ast se odrazela pod velkym thlem (az 180° tedy
nazpét), coz bylo mozné vysvétlit pouze tak, ze kladny nédboj a témér celd hmotnost atomu zlata
jsou soustiedény ve velmi malé oblasti — v atomovém jadre, od kterého se a-Castice dokaze
odrazit jen pii velmi blizkém setkani (viz Cviceni 1). Byl tedy navrzen planetdrni model atomu
(elektrony obihaji kolem jadra jako planety kolem Slunce) a zdroven byly poloZzeny zéklady
metody zkoumaéani struktury hmoty pomoci rozptylovych experimentu.

V letech 1924 az 1927 byla formulovana kvantova teorie, kterd zcela zménila predstavu o ¢as-
ticich jako takovych, kdyz je nahradila vinovou funkci, tedy jakymsi vinovym balikem pravdépo-
dobnosti, a stanovila pravidla pro vystavbu atomi a molekul na zdkladé feseni Schrédingerovy
rovnice. Kvantova mechanika dokédzala vysvétlit celou fadu pozorovani atomové spektrosko-
pie (tedy pohlcovani a vyzafovani svétla urcitych vinovych délek), strukturu periodické tabulky
prvku na zakladé pojmu atomovych orbitalti a v neposledni fadé také vznik a zdkonitosti che-
mickych vazeb. Od této chvile je tedy fundamentalni fyzika formulovana a studovana v ponékud
obtizné srozumitelné re¢i kvantové teorie.
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K objasnéni struktury atomového jadra zasadné prispély experimenty, ve kterych a-castice
bombardovaly jadra berylia ZBe za vzniku uhliku 120 a elektricky neutralniho ,pronikavého
zafeni”. To bylo pivodné povazovano za elektromagnetické (tedy v-) zdfeni. V roce 1932 nicméné
Chadwick pozoroval, jak toto zafeni vyrazi protony z parafinu a studiem jejich hybnosti usoudil,
ze pronikavé zafeni je ve skuteCnosti tvoreno Casticemi, jez do protont pruzné nardzi a maji
hmotnost podobnou hmotnosti protonu. Tak byl objeven neutron a s nim i moderni obraz jadra
jako soustavy protont a neutront.

Dalsim dilezitym jevem byl S-rozpadu, tedy spontanni emise elektronu z jadra za soucasného
zvySeni protonového ¢isla o jednicku (napf. proces 1§C — 1$N + e7). Pozorované energie vyletu-
jicich elektront vsak tvorily spojité spektrum, coz bylo v rozporu s rozpadem na dva produkty
(v takovém piipadé by mély mit elektrony pouze jednu moznou energii — viz Cviceni 3). Na za-
kladé zakona zachovani energie tak Pauli v roce 1930 postuloval existenci nové neutralni ¢astice,
mnohem leh&f nez elektron, kterd vzniké jako tieti produkt S-rozpadu ('3C — YIN 4 e~ + 77,).
Puvodné pro ni navrhl nazev ,neutron”, avSak po Chadwickové objevu tézké neutralni castice
o dva roky pozdéji, tedy ,,tézkého neutronu”, se pro Pauliho lehkou neutralni ¢astice ustalil na-
zev neutrino. S-rozpad tedy bylo mozno chapat jako preménu neutronu na proton, elektron a
(anti)neutrino.

Schrodingerova rovnice kvantové mechaniky, i pres ¢etné uspéchy, trpéla z hlediska teorie za-
sadnim nedostatkem — nebyla slucitelna s Einsteinovou specidlni teorii relativity, nebof nebyla
relativisticky invariantni. V roce 1928 proto Dirac formuloval zdkladni rovnici relativistické
kvantové mechaniky, jez byla tedy fundamentalnéjsi a presnéjsi a navic predpovidala zcela
novy fenomén, jimz byla existence anti¢astic. Pro anti¢astici elektronu (tedy ¢astici se stejnou
hmotnosti ale opaénym ndbojem) se brzy ustélil ndzev pozitron. V roce 1932 jej poprvé po-
zoroval Anderson v kosmickém zafeni jako stopu v mlzné komore, jez méla v magnetickém poli
stejny polomér kiivosti jako elektron (a tedy stejnou hmotnost), ale opaény smér zakfiveni (tedy
opacny naboj).

Kromé jiz zminénych ¢astic byl Siroce respektovanou castici jiz prinejmensim od 20tych let
rovnéz foton, coby kvantum energie elektromagnetického zafeni. Césticovou povahu svétla na-
znacovalo jednak Einsteinovo vysvétleni fotoelektrického jevu z roku 1905 a také Comptontv
popis rozptylu elektromagnetického zafeni na elektronech z roku 1922 (viz Cviceni 2). Klasicky
Faradayuv-Maxwelliv koncept elektromagnetického pole byl proto nahrazen kvantovanym elek-
tromagnetickym polem tvofenym fotony a podléhajicim zdkontum kvantové teorie. (Tento pohled
byl na konci 40tych let potvrzen, kdyZ se na jeho zakladé podarilo vysvétlit tzv. Lambtuv po-
sun, tedy rozstépeni energetickych hladin v atomu nad rdmec Diracovy teorie.) Relativistickd
kvantova teorie pole se postupné etablovala jako univerzalni nastroj pro popis mikrosvéta,
kde vSechny druhy ¢dstic jsou vnimény jako excitace (kvanta) jim pfislusného kvantového pole.

Shrneme-li situaci v ¢asticové fyzice v poloviné 30tych let 20. stoleti, 1ze tici, ze za funda-
mentédlni ¢astice byly povazovany elektron, proton a neutron, z nichz je slozena hmota (atomy,
molekuly, atd.), a rovnéz foton a ponékud exotické neutrino. Vytvotila se také predstava o ¢tyfech
typech fundamentalnich sil. Kromé elektromagnetickych a gravitacnich sil, dobfe zndmych uz z
klasické fyziky, se na scéné objevila silna jaderna interakce, ktera drzi pohromadé nukleony
(tj. protony a neutrony) v atomovych jiadrech a nakonec také slaba interakce, jez zpusobuje
B-rozpad.

1.2 Zacatek moderni éry

v/ vz

Objev dalsi ¢astice na sebe nenechal dlouho ¢ekat. V roce 1937 byla v kosmickém zafeni v mlzné
komore pozorovana nabitd ¢astice s hmotnosti vyrazné vétsi nez je hmotnost elektronu (0,5 MeV)
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a zéroven znatelné mens{ nez je hmotnost protonu (zhruba 1 GeV). Tuto ¢dstici dnes oznacujeme
jako p, mion, a jeji klidovd hmotnost ¢in{ zhruba 105 MeV. Ve stavbé okolniho svéta (tj. ve
struktufe atomu atd.) ovSem nehraje Zaddnou roli, a tak byla fyzikdlni komunitou pfijiména s
rozpaky. Nebylo jasné, k ¢emu ji priroda pottebuje, ,kdo si ji objednal”. Poznamenejme nicméné,
ze v soucasném standardnim modelu mikrosvéta figuruje takovychto ,nadbytecnych” ¢astic hned
nékolik.

O dva roky difive navrhl Yukawa teorii jadernych sil, v niz prostifednikem silné interakce
mezi nukleony byla ¢dstice, kterou dnes nazyvame pion (m-mezon). Pion mél tedy podobnou roli
jako foton coby zprostiedkovatel (medidtor) elektromagnetické interakce mezi elektricky nabitymi
Casticemi. Z kvantové teorie pole vyplyva, ze dosah interakce je din Comptonovou vinovou délkou
h/me zprostredkujici ¢astice. (Na vétsich vzddlenostech je interakce exponencidlné utlumena.)
Pro nehmotné fotony déva tento vzorec nekonecny dosah Coulombovy interakce, zatimco pro
predpoklddany dosah silné interakce fadové 107'° m, coz odpovid4 typickému rozméru jadra,
dostavame odhad hmotnosti pionu radové 200 MeV.

Pion a mion byly vzhledem k podobné hmotnosti ptivodné povazovany za tutéz castici. Brzy se
vSak ukdzalo, Ze miony (Castice kosmického zafeni) nepodléhaji narozdil od piont silné interakci.
Obecné se ¢asticim, které necit{ silnou interakei ¥ikd leptony (z feckého leptds — drobny, lehky).
Pati{ mezi né elektron e, mion p a, jak jiz dnes vime, také tauon 7 (nejtézsi lepton, ktery je ve
skutecnosti tézsi nez proton!). K nim je jesté tfeba pfipocitat odpovidajici neutrina ve, v, a v,
a ke kazdé z téchto Sesti Castic také prislusnou anticastici.

Naopak ¢astice, na nez kromé slabych a elektromagnetickych sil ptisobi také silné interakce,
se nazyvaji hadrony (z feckého hadrés — silny, statny). Ty se ddle déli na baryony, coZ jsou
fermiony (napf. proton ¢&i neutron), a na mezony, coz jsou bosony (napf. pion). Z dnesniho
pohledu muzeme Tict, ze baryony jsou ¢éstice slozené ze tii kvarkd, zatimco mezony se skladaji
ze dvou kvarki. Jak se ale fyzikové dostali ke konceptu kvarkti coby stavebnich kamenti hadront?

Zacatkem 50tych let byla v kosmickém zafeni objevena fada novych hadroni: nabité a neut-
rélni kaony K+ a K° (mezony) a hyperony (metastabilni baryony té7sf nez proton) A, S+ a =~
Podstatny pokrok prinesly experimenty na urychlovacich, které umoznily systematicky a kont-
rolované studovat procesy produkce novych c¢astic. Kolem roku 1962 tak bylo znamo jiz zhruba
tficet hadroni (véetné extrémné kratce Zijicich tzv. rezonanci) a déle jich pfibyvalo. Hledal
se tedy organizacéni princip, ktery by dal této ,hadronové zoo” uréity fad (podobné jako Men-
délejevova periodickd tabulka dokézala usporddat chemické prvky). Za zminku stoji, ze kromé
stabilniho protonu a témér stabilnfho neutronu (volny se rozpadd zhruba za 15 minut, ale v
mnoha jidrech je stabiln{ diky vazebné energii) nepfesahuje stfedni doba Zivota hadroni zhruba
10710 s

1.3 Standardni model casticové fyziky

Soucasnému popisu mikrosvéta, tedy standardnimu modelu (é4sticové fyziky) se budeme vé-
novat predevsim v druhé poloviné semestru. V této kapitole proto jen strucné zminime jeho
hlavni rysy.

Jiz od 30tych let se hadrony zarazovaly do tzv. izospinovych multipletti na zédkladé podobné
hmotnosti. Proton s neutronem tak tvofily izospinovy dublet, piony 7~, 7#° a nt izospinovy
triplet a systematika hadronu identifikovala rtzné dalsi vyssi multiplety. Postupné se ukazalo, ze
hadrony lze vnimat jako ¢astice nikoliv elementarni, nybrz slozené z nékolika malo konstituenti,
kvarkii, které jsou v hadronech trvale uvéznény a nepozoruji se jako volné ¢astice. Hlavnim
proponentem kvarkového modelu byl Gell-Mann, ktery postuloval existenci ti{ kvarka u (up),
d (down) a s (strange) s necelo¢iselnymi hodnotami elektrického ndboje, po fadé +2/3, —1/3



KAPITOLA 1. STRUCNA HISTORIE CASTICOVE FYZIKY 4

a —1/3. Tato volba reprodukuje niboje zndmych hadront: napf. proton mé kvarkové slozeni
uud, neutron udd a dalsimi kombinacemi kvarkl a antikvarkt bylo mozné vytvorit i dalsi znamé
mezony (dvoukvarkové kombinace) a baryony (ti{kvarkové kombinace). Dnes vime, ze kvark
existuje celkem Sest — jesté ¢ (charm, ndboj +2/3), ¢ (top, ndboj +2/3) a b (bottom, niboj
—1/3).

Vratme se nyni k S-rozpadu, tedy k procesu n — p+e+ .. (Stoji za povSimnuti, Ze na drovni
kvarki se jednd o proces d — u+ e+ ..) Ten je zpusoben slabou interakei, kterd podle pivodni
Fermiho teorie z poloviny 30tych let ptisobi pfimo mezi ¢tyimi zicastnénymi ¢asticemi. Analogie s
elektromagnetickou ¢i silnou jadernou silou nicméné vybizi k zavedeni hypotetické zprostredkujici
Castice, kterda musi byt dostatecné tézka, aby zarucila kratky dosah slabé interakce. Navic se
musi jednat o nabity boson, nebot pusobi mezi ¢tvefici rizné nabitych fermiond. Tento tzv.
intermedidlni vektorovy boson W (z angl. ,weak”) zistdval po dlouhou dobu pouze vhodnym
teoretickym konstruktem, diky némuz byla teorie tzv. renormalizovatelna, tedy platna i pri
vysokych energiich. V roce 1983 byl kone¢né detekovan. Jeho hmotnost je 80 GeV (dvakrat tézsi
nez molekula CO3) a doba Zivota fadové 1072 s.

Zvlastni vlastnosti slabych interakci je naruSeni parity, tedy zrcadlové symetrie, jez v roce
1956 navrhli Lee a Yang. Zahy byl tento jev nékolika experimenty potvrzen. Ukazalo se na-
priklad, ze v jaderném p-rozpadu se produkuje vic levotocivych nez pravotocivych elektroni,
pricemz vysokorychlostni elektrony jsou témér vzdy levotocivé, tj. naruseni parity je maximalni.
Tocivost popisuje veli¢ina zndmd jako helicita, coz je projekce spinu (jakéhosi kvantového vniti-
niho momentu hybnosti ¢dstice) do sméru pohybu.

Matematicky popis slabych interakei je zaloZzen na Yang-Millsové neabelovské kalibraéni te-
orii. Zjednodusena abelovskd verze této teorie je vlastné teorie elektromagnetického pole v Feci
Ctyfpotencidlu A, ktery pri kalibra¢ni transformaci neméni intenzitu pole F),,. Slovo ,neabe-
lovské” znamend, ze slozky ¢tyrpotencidlu nejsou jen realné funkce, ale maji hodnoty v maticich.
Diky této formulaci se v druhé poloviné 60tych let podarilo Glashowovi, Weinbergovi a Salamovi
sjednotit elektromagnetickou a slabou interakci v tzv. elektroslabou interakci, jejimiz medi-
atory jsou foton 7, nabité vektorové bosony W= a navic jesté neutralni vektorovy boson Z9
jakysi spojovaci mustek mezi slabym a elektromagnetickym sektorem.

Zavedeni hmoty vektorovych bosont konzistentnim zptusobem neni vzhledem ke kalibrac¢ni
invarianci Yang-Millsovy teorie zcela pfimocaré. Slouzi k nému myslenka spontanniho naruseni
symetrie a tzv. Higgstv mechanismus, jenz zavadi navic jednu neutrdlni skalarni ¢astici — Hig-
gsuv boson. Ten je mozno vyuzit i ke generaci hmot vSech fermiona standardniho modelu, tedy
kvarkt a leptona. Higgstuv boson, jehoz klidova hmotnost je 125 GeV, byl objeven v roce 2012 na
kruhovém urychlova¢i LHC v CERNu a tim byla prakticky dokoncena experimentalni verifikace
soucasného standardniho modelu casticové fyziky. Dokud tedy nedojde k dalsimu fyzikalnimu
prulomu, je nas obraz o fundamentdlnich konstituentech mikrosvéta néasledujici: existuje

o 6 leptonti e, u, 7, ve, vy, Vr,

e 6 kvarku u,d, ¢, s,t,b, z nichz jsou sloZzeny hadrony,

o zprostiedkovatelé elektroslabé interakce v, W, Z,

o zprostiedkovatelé silné interakce, tj. gluony g (v celkem 8 verzich)
e a Higgsiv boson H.

Ponékud stranou stoji gravitacni sila, kterou se zatim nepodarilo konzistentné propojit s kvan-
tovou teorii pole. Pro hypotetické ¢astice (kvanta) gravitacniho pole se nicméné vzil nizev gra-
vitony.
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Na zavér jesté kratce k silnym interakcim, tedy sildm pusobicim mezi kvarky (a tim paddem
indukujicim i sily mezi hadrony). Kvarky se kromé ,pfichuti” (,flavoru”, tedy typu kvarku)
lis{ jesté barvou, jakousi obdobou elektrického naboje. Existuji celkem tii rtizné barvy a ke
kazdé jesté barva opacna. Silné interakce jsou opét popsany jistou neabelovskou kalibracni teorii,
tzv. kvantovou chromodynamikou (QCD), s celkem osmi medidtory, gluony. Pozoruhodnou
vlastnosti silnych interakci je jejich asymptoticka volnost, kterd znamena, ze mezikvarkova sila
na malych vzdélenostech vymizi. Naopak se zvySujici se vzdalenosti sila linearné roste, jakoby
kvarky byly spojené pruzinkami. To je zcela opacné chovani nez v pripadé Coulombovy sily.
Volné kvarky se tak za normélnich okolnost{ nevyskytuji, nybrz jsou vdzény (uvéznény, angl.
yconfined”) v hadronech a jejich barevny ndboj neni pfimo pozorovatelny. V experimentech
se srazkami tézkych atomovych jader lze nicméné docilit extrémnich stavu charakterizovanych
mimoradné vysokou teplotou a hustotou, v nichz se nukleony ,roztavi” a v oblasti srazky se
krétkodobé vytvori tzv. kvark-gluonové plazma (takovy stav hmoty zfejmé musel existovat i
v ranych fazich vyvoje vesmiru).
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1.4 Cviceni

Cviceni 1. Rutherforduv rozptyl.

Uvazujte (nerelativisticky) rozptyl ¢éastice s ndbojem ¢ > 0 a hmotnost{ m na ¢dstici s né-
bojem @ > 0 a hmotnosti M > m vlivem Coulombovy sily. Oznacte v velikost rychlosti lehci
(nalétévajici) ¢dstice a predpokladejte, ze tézsi (tercikovd) céstice je v klidu.

1. Na jakou nejmensi vzdalenost se mohou castice priblizit?

2. Naleznéte vztah mezi impaktnim parametrem b a thlem rozptylu 6.

3. Urdete diferencisln{ 4éinny priifez 42.

Resent:
1. Pfedpokldddme pruzny rozptyl dvou bodovych édstic, ¢elni ndraz (tj. impaktni parametr

b = 0). V bodé maximdlniho piibliZeni se energie nalétévajici ¢astice (asymptoticky Cisté
kinetickd) plné pfeméni na potencidlni, tj.

1 1 qQ
E=-mv?= 1.1
2mv 471'60 Tmin’ ( )
tedy
k
min — 49 1.2
Fmin = 7 (12)
kde k = 19

Ciselné: pro a Eastici m = 6,64 x 10727 Kg (= 3,73 x 10°eVc?), ¢ = 3,2 x 10719 C, jako
teréikové jadro zvolme zlato Q = 1,27 x 10717 C a rychlost nalétédvani v = 2 x 10"ms™ .

Pak 7y, = 2,7 x 107 m (= 27fm).

2. Vyuzijeme zékony zachovani energie, momentu hybnosti a Laplace-Runge-Lentzova vek-
toru, ktery je definovan (viz TEF) vztahem

A:'uxL-i—k; (1.3)

a zachovava se pro centralni potencial o %

Oznac¢me inicidlni stavy veli¢in indexem (7) a finalni indexem (f) (oba asymptoticky daleko
od centra) a zavedme jednotkové smérové vektory e(; 5y vztahy

V(i) = V@)€(iys V() = V(f)€(f)- (1.4)

Ze zékona zachovani energie plyne, Ze velikosti obou rychlosti jsou shodné (v asymptotické
oblasti potencidlni cast energie vymizi) a budeme proto psit v(;) = v(y) = v. Asymptoticky
zaroven plati

O T
=—euy , —— =ey. (1.5)
T'(i) © () 0

Moment hybnosti se zachovava, mtizeme tedy psat

L(i) = muvbl = L(f), (1.6)
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kde £ je jednotkovy vektor (kolmy k roviné rozptylu).
Nyni uz mtizeme vyjadrit inicidlni Laplace-Runge-Lenztv vektor jako
A(i) = (ve(i)) X (mvbﬂ) — k:e(i) = 2Ebn(i) — ke(i) (1.7)

a analogicky findlni jako

A(f) = 2Ebn y) + key, (1.8)
kde jsme zavedli jednotkové vektory n; ) = €(; y) X £, lezici v roviné rozptylu.
Uhel rozptylu 6 je tihel mezi sméry e a e(y). Urcéime jej ze vztahu A ;) = A(y) skaldrnim
soucinem s e(;). Dostdvdme

—k = —2FEbsinf + k cos 0, (1.9)
z ¢ehoz upravou pomoci polovi¢nich thla plyne

k 14 cosd k 0
_ K = " eotel. 1.1
MO = 35 —sme 253 (1.10)
3. Céstice s impaktnim parametrem v intervalu (b, b+ db) a s azimutalnim dhlem (i, p + dy)
prolétavaji ploskou do = bdbdy a rozptyluji se do uhla v intervalu (6,0 +df) a (v, ¢ +dy),
tedy do elementu prostorového thlu d€? = sin 6 df dy. Z definice diferencidlniho tc¢inného
prurezu a vztahu (1.10) pak dostdvdme

o)l (1Y o
dQ  sinf |d8| \4E sm‘*%' '

Cviceni 2. Rozptyl elektromagnetického zdreni na elektronu.

Uréete diferencidlni G¢inny prufez (Thomsonova) rozptylu klasického elektromagnetického
zareni na elektronu jako pomér vyzafené intenzity vztazené na prostorovy tihel a intenzity do-
padajici vlny (vztazené na plochu).

Reseni:

1. Vyuzijeme Larmorovu formuli pro vyzarovani ndboje (viz VOAF)

ar q?

diQ = W<a2>t Sin2 a, (112)

jez urCuje vyzareny vykon P na jednotkovy prostorovy thel €2, kde ¢ je ndboj a « je
thel mezi smérem urychleni ndboje a smérem pozorovani vyzarené viny. Potfebujeme najit
casovou stredni hodnotu velikosti zrychleni ndboje a.

Uvazujme nejprve linedrn{ polarizované svétlo, tedy elektrickd ¢ast E(t) = Eg coswt. Mame
nerelativisticky problém, mizeme tedy zanedbat magnetickou ¢ast Lorentzovy sily Fy, a

psat
F E
a="L =10 o5t (1.13)
Me Mg
Nalezenim ¢asové stiedni hodnoty a dosazeni do formule (1.12) dostdvame (pro ¢ = —e)
ar etE? 9

— = ——————— i . 1.14
dQ  32m2epc3m? s a ( )
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Diferencialni G¢inny prurez pro rozptyl zareni je definovdn jako pomér vyzareného toku
vztazeného na prostorovy thel a incidenéniho toku vztazeného na plochu:

dP
dO‘_ aQ

0= (1.15)

kde S = LOE x B je Poyntinguv vektor (tok energie vztazeny na plochu) a S jeho velikost.
Nebot elektrické a magnetické pole jsou na sebe kolmé a ¥ = ¢B, je ¢asova stfedni hodnota
ddna jako (o = 1/c?)

E2 800E2
§Y, = 20 eos? wt), — S0°E0 1.16
()0 = ~0 (cos?wt), = 5 (1.16)
a tedy
d
% =rZsin’ a, (1.17)
kde r, = 4#5:% mé fyzikalni rozmeér délky.
2. Pokud je svétlo nepolarizované, zavedeme soustavu
n =sinfcosy e +sinfsiny k x e + cosb k, (1.18)

kde n je smér pozorovani, e (obecnd) polarizace a k smér prichdzejici radiace.

Jelikoz cos o = e-m = sin 6 cos 1 a tedy sin® & = 1—sin? @ cos? 1), dostavame vystFedovanim
pies tihel polarizace ({cos® )y = 1/2)

do 12

— =<1 2 0). 1.1

79 2( + cos” 0) (1.19)
Poznamky:

Presnéjsi kvantovd (Klein-Nishinova) formule pro elektromagnetické zéfeni tvorené fotony m4

tvar )
do 2 [\ AN, X hw
o) (X) (X + 5 ~sin 9) ,  kde U 1+ e (1 —cosb) (1.20)

je Comptoniiv posun vlnové délky rozptyleného fotonu. Ten je zanedbatelny pro hw < mec?,
tedy dostateéné dlouhé vinové délky fotond, kdy vzorec (1.20) prechazi v (1.19).

Cviceni 3. [-rozpad.
Uvazujte dva procesy rozpadu neutronu v jeho klidové soustaveé:

1. dvouéésticovy rozpad n — e~ + pT na elektron a proton;
2. t¥ieéasticovy rozpad n — e~ + pT + U, na elektron, proton a antineutrino.

Jaké jsou v obou piipadech mozné energie vyletujiciho elektronu? (Pracujte v jednotkach
c=1)

Resent:
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1. Pouzijeme zdkon zachovani ¢tyrhybnosti

Pn=DPetDPp — DPn—DPec=Dp (1.21)

Pro &astici s klidovou hmotnosti m plati p? = m?2. V klidové soustavé neutronu je navic
Prn = (Mg, 0). Umocnénim &tyfvektorové rovnice na druhou tedy dostdvame
2 2 2
ms +m. —m
2 2 2 n e P
mn — 2mnEe =+ me = mp — Ee = T (122)
Vidime, Ze energie elektronu ma jednu konkrétni hodnotu, kterou mizeme pro m, ~ m,, >
m. aproximovat jako

(mn + mp)(mn - mp)

FE. ~
2my,

~ My —my = 939,56 MeV — 938,27 MeV = 1,29 MeV. (1.23)

(Pro srovndni, klidovd hmotnost elektronu je 0,51 MeV.) Ze zndmych relativistickych

vztaht
1

(Ve

pak muzeme urcit rychlost elektronu

m2
Be =1 ——£ =0,92. (1.25)
EZ

2. Zékon zachovani Ctyrhybnosti ma nyni tvar

(1.24)

| 3

Pn —Pe = Pp + P, (1.26)

jehoz umocnénim dostavame
2 2 _ 2 _ .2 2
ms —2mpE. +mZ = (pp +pu)° = ms +m;, + 2pp - pu. (1.27)

Hodnotu pravé strany, konkrétné Lorentzova sou¢inu p,, - p,,, vSak relativistickd kinematika
nefixuje. Energie elektronu E. muze nabyvat ruznych hodnot, jejichz pravdépodobnostni
rozdéleni poskytuje az kvantova teorie slabych interakci.

Vv

Urceme alespon nejvyssi povolenou energii elektronu E***. V tézistové soustavé systému
proton—neutrino muzeme odhadnout pravou stranu rovnice (1.27) jako

(pp +py)2 = (Ep =+ Eu)2 > (mp + mu)2~ (1.28)

Vzhledem k Lorentzové invarianci obou stran je tento odhad platny v kterékoliv vztazné
soustavé a mizeme proto vyjadrit

m2 4+ m? = (m, +m, )’

E. <
2m.,

= pmae, (1.29)

Pro m, = 0 je EI*** shodna s hodnotou energie elektronu pfi dvoucasticovém rozpadu
(rovnice (1.22)).

Cviceni 4. Bohruv polomér atomu vodiku.
Dvéma zptsoby odhadnéte polomér atomu vodiku r,.
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1. Vytvoite z elementdrnich konstant i (redukovand Planckova konstanta), e (elementdrni
néboj), m. (klidovd hmotnost elektronu) a g (permitivita vakua) veli¢inu rozméru délky.

2. Urcete polomér kruhové orbity elektronu s momentem hybnosti L = h.
Reseni:

1. Pouzijeme rozméry konstant v jednotkach SI,

7] = Kgm?s™,
le] =C,
[me] = Kg,
[e0] = C*Kg~'m ™32, (1.30)

a skladame z nich veli¢inu rozméru délky r,. Ma tedy platit
[ra] = [A]™ [e]"2[me]"* [e0] ™ = m!, (1.31)

coz vede na soustavu linedrnich rovnic

1 0 1 -1 ny 0
2 0 0 -3 no | |1
-1 0 0 2 ng| |0 (1.32)
0 1 0 2 i 0
s TeSenim
B2
n=2 mp=-2 mg=—1, m=1 =  r,=-0 (1.33)
e?m,
2. Na kruhové orbité se sobé rovnaji dostiediva a Coulombova sila:
mew’ 1 € (1.34)
T dmeqg 12 '
Pro moment hybnosti navic mame
L=r,m.v=h, (1.35)
coz ndm umoznuje eliminovat rychlost v a vyjadrit polomeér orbity
47‘(’5052
= . 1.36
Ta = (1.36)

(Ten se 1isf od vysledku (1.33) bezrozmérnym faktorem 47, ktery rozmérova analyza samo-
ziejmé neurcuje.)

Cviceni 5. Rozpad cdstic.
Necht Adt je pravdépodobnost rozpadu c¢astice za cas dt, kde A\ je rozpadova konstanta.

1. Jaka je pravdépodobnost rozpadu ¢éstice za cas t?7 Kdy je tato pravdépodobnost rovna
1/27
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2. Méjme Ny Castic v ¢ase t = 0. Jaké je pravdépodobnostni rozdéleni poctu ¢astic v libovol-
ném case t? Urcete jeho stiedni hodnotu a relativni varianci. Jak se toto rozdéleni chova
pro velké Nj.

Reseni:

1. Spocéitdme nejdiive tzv. ,survival probability” S(t), tj. pravdépodobnost, Ze se ¢astice za
¢as t nerozpadne. Interval [0,¢] rozdélime na n casovych kroka délky At = ¢/n. Pravdé-
podobnost preziti po kratky casovy tsek At je 1 — AAt a pravdépodobnost preziti po cely
Casovy interval je tedy

S(t) = lim (1 — At)n = e, (1.37)

n—-+oo n
Pravdépodobnost, ze se ¢astice za cas t naopak rozpadne je pak
P(t)=1-S(t)=1—e. (1.38)

Pozadavek P(ty/2) = % vede na vzorec pro polocas rozpadu

In2

2. Pravdépodobnost, Ze se dan4 ¢astice nerozpadne za ¢as t je ddna funkei S(t) = e~ . Mame-
li Ny stejnych nezavislych ¢dstic v éase ¢ = 0, pak pocet (nerozpadlych) éastic v Case t,
ktery oznac¢ime jako N (t), je ndhodnd veli¢ina, jejiz pravdépodobnostni rozdéleni m4 tvar

No
n

Pi(n) = Pr(N(t) = n) = ( )su)nu —S(t) N, (1.40)

(Z Ny &éstic vybirdme n, které se nerozpadly, a ostatnich Ny — n ¢astic se rozpadlo.)

Stfedni hodnotu a varianci ndhodné veli¢iny N(t) ve fixnim Case ¢ lze uréit za pomoci
generujici funkce

No
M(x) =Y e"Py(n) = (1— S +e"S)™. (1.41)
n=0

(MuzZeme rovnéz snadno ovéfit spravnou normalizaci pravdépodobnostniho rozdéleni —
M(0) = 1.) Stfedni hodnotu ziskdme derivaci jako

dM
(n(t)) = ——| = Noe"S(1- 8+ e"S)No~t| _ = NoS (1.42)
z=0
a druhy moment jako
d*M
(n?(t)) = 7 = NS + No(Ny — 1)S% (1.43)
=0

Relativni variance je tedy

(n?) — (m)> _ NoS(1-5) _ 11-§
(n)? NZS? No S

(1.44)
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a pro velkd Ny se limitné blizi k nule. Nahodnou veli¢inu N(¢) je potom mozné ptiblizné
ztotoznit s jejim prumérem (n(t)) a psat rozpadovy zdkon ve tvaru

N(t) = Noe . (1.45)

(Jedné se o manifestaci zdkona velkych c¢isel z teorie pravdépodobnosti.)



Kapitola 2

Relativisticka kinematika

Molekulova fyzika se zabyva objekty slozenymi z atomti, atomova fyzika zkouma objekty slozené z
jadra a elektront, jaderna fyzika studuje soustavy protonti a neutrontl. Casticova fyzika, nékdy téz
nazyvana fyzikou vysokych energii, zkouméa procesy na subjadernych skalach. K tomu je zapotrebi
dosdhnout velkych rychlosti ziéastnénych ¢astic (az blizkych rychlosti svétla) a neobejdeme se
proto bez specialni teorie relativity.

2.1 Lorentzovy transformace

Pohybovy stav kazdé ¢astice je charakterizovan jeji ¢tyrhybnosti p* = (% , ). Klidova hmotnost

m je dana relativistickym vztahem mezi energii a hybnosti

p'p. =m?c®, kde p,=gup’ a gu =diagl,—1,-1,-1) (2.1)
je Minkowskiho prostoro¢asova metrika. (Samoziejmé pouzivime Einsteinovu sumaéni konvenci.)
Veli¢ina ptp,, je invariantn{ vii¢i Lorentzovym transformacim p'" = L* p”. Ty mohou byt
timto pozadavkem naopak definovany, nebot z polarizacni identity vyplyva, ze pak

!
Vg M = 9w P L q” = 9pet’d” = gl LY, = gpo- (2.2)

Lorentzovy transformace jsou tedy matice L = (L"), jejichz komponenty spliiuji kvadratickou
vazbu (2.2). Identifikujeme 3 nezdvislé rotace a 3 boosty tvofici dohromady 6-parametrickou
Lorentzovu grupu. Studium této grupy (jakoz i jinych spojitych grup) se znacné zjednodusi a
zprehledni vyuzijeme-li tzv. generatory a jim odpovidajici infinitesimélni transformace.

Pro zacatek uvazujme ¢isté prostorovou rotaci kolem osy z o maly thel e:

i 1 — 0 T 0 -1 0
y]l~|le 1 0 y|, tedy ' ~x+eMzz, kde Mg=|1 0 0]. (23)
z 0 0 1 z 0 0 O

Matice M3 je generdtorem rotace kolem osy z a to v tom smyslu, ze s jeji pomoci miizeme vyjadrit
rotaci o libovolny koneény thel 6. Tu totiz muzeme psat jako sekvenci (nekoneéné) velkého poctu
(nekonecné) malych rotact

Rs(6) = (Rs(0/N))" = Jim (1[+ %Mg)N = exp(OM3). (2.4)

13
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V poslednim kroku jsme vyuzili zndmy vzorec pro exponencidlu jako limitu posloupnosti. (Je vSak
tieba zduraznit, Ze v tomto piipadé vystupuje v exponencidle matice, ne jen obycejné &islo.)
Rotaci o maly tihel € okolo obecné osy urcené jednotkovym vektorem n mizeme vyjadrit za
pouziti vektorového soucinu jako
27~ ad + e(n xz)! =27 + Enisjikxk = + Eni(l\/li)jkxk, kde (Mi)jk = —¢gijk. (2.5)
Generatorem rotace kolem osy n je tedy matice n'M; a konecnou rotaci o tihel 6 tak dostaneme

exponenciaci jako , 4 '
Rn(0) = exp(6°M;), kde 6°=6n'. (2.6)

Méme tedy t¥i (linedrné) nezdvislé generdtory My, My a M3 odpovidajici rotacim kolem jednot-
livych soutadnych os a jejich linearnimi kombinacemi a naslednou exponenciaci dokazeme ziskat
rotaci libovolnou.

Maticovou exponenciilu (jakoz i jinou maticovou funkei) 1ze definovat pomoci Taylorova
rozvoje,

- 1 n
exp(A) = HA . (2.7)
n=0
Plati tedy obvyklé vzorce
e®RePA = glathA o ieO‘A =Aeh (2.8)

do

a pokud dvé matice A a B spolu komutuji, tj. AB = BA, pak i e”eB = ¢A1B. Pokud jsou oviem
ve hfe matice, které spolu nekomutuji, jednoducha analogie s ¢iselnymi exponencidlami neplati.
Obecné (viz Cviceni 7 a 8),

4
do

M) #+ LA(Q) M), (2.9)

AeB £ ATB g
do

(Zde A(«) jsou matice parametrizované «, které spolu pro rizné hodnoty o obecné nekomutuji.)

Fakt, Ze exponencidla souCtu matic se obecné nerovnd soucinu exponencial, je i duvodem
riznych parametrizaci rotaci. Kromé parametrii (81,62, 63) z rovnice (2.6) je ¢asto pouzivana i
parametrizace pomoci Eulerovych thli, R(a, 8,7) = Rs(a)Ra(8)Rs(7), kterd vyjadiuje libovol-
nou rotaci jako sekvenci rotaci okolo pevné zadanych os. Naproti tomu ve vyjadieni (2.6) jsou
nejprve (linedrné) zkombinoviny pevné zvolené generdtory M; podle zadanych charakteristik
rotace (tj. osy a ihlu) a az poté se exponenciaci vyrobi pozadovana kone¢nd rotace.

Prejdéme nyni k relativistickym boostiim a pro zac¢atek uvazujme infinitesiméalni boost podél
osy x rychlosti ec (zde médme na mysli aktivni transformaci pfi niZz se novd ¢drkovand soustava
pohybuje rychlosti —ec viici staré necarkované a Castice ma tedy v nové soustavé rychlost o ec
vyssi):

ct’ 1 ¢ 00 ct 01 00
2| |e 10 0|2 W 1000
s 110 01 0 nE tedy a'" mat —ie(Ky)", 2", kde Ky=1 00 0 0
z 0 0 0 1 z 00 0 O
(2.10)

Obdobnym zpusobem ziskdme i generatory boostt podél os y a z, Ko a K3. VSimnéte se, ze
jsme do definice boostovych generdtort K; (ponékud uméle) piidali imagindrni jednotku 4, coz
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je béznd konvence kvantové teorie. V této konvenci pak maji generdtory rotaci (nyni jiz coby
prostorocasové matice 4 x 4) blokovy tvar

b= ( = “8' ) (2.11)

a obecnou Lorentzovu transformaci muzeme vyjadrit jako
L(8,¢) = exp (—if"J; — iC'K;) (2.12)

kde (¢1,¢?,¢3) jsou pfirozené parametry uréujici smér a velikost boostu. Smér je shodny se
smérem rychlosti boostu, avSak velikost ¢ = ||, tzv. rapidita, je svdzéna s velikosti boostové
rychlosti v vztahem tanh ( = 3 = 2 (viz Cviceni 9).

Lorentzovu transformaci miizeme obecné vyjadrit i jako soucin rotace a boostu,

L(0,¢) = R(8)B(C) = exp ( —if');) exp ( — iC’K;). (2.13)

Zde je vSak tieba zduraznit, Ze vztah mezi vinkovanymi a nevlnkovanymi parametry je obecné
netrividlni vzhledem k vlastnosti maticovych exponencidl (2.9) a vzdjemné nekomutativnosti
boostovych a rotacni generatort.

2.2 Rozpad castic

Uvazujme nejprve rozpad nestabilni ¢astice v jeji klidové soustavé. Znaci-li A pravdépodobnost
rozpadu na jednotku éasu (tedy ¢etnost rozpadu, angl. ,decay rate”), pak e~ udava pravdépo-
dobnost, Ze se ¢astice doZije ¢asu t (viz Cviceni 5). Pravdépodobnost rozpadu ¢astice v intervalu
(t,t +dt) je

e M — A oA (] (1 — dt)) = Ae M dL. (2.14)

Stiedni doba zivota je pak dana jako

00 d [ dl 1
_ R T Mg N 2.1
(t) /0 tdxe M dt )\d)\/o e "dt DX N (2.15)

a polocas rozpadu 1 /9, definovany jako Cas, za ktery se ¢astice rozpadne s pravdépodobnosti 1/2,
ziskame jako
1 In2
7/\t1/2 _ _-
e = =ty = . 2.16
5 12 =7 (2.16)
Méame-li v ¢ase t = 0 Ny stejnych nezavislych ¢astic, pak pocet nerozpadnutych ¢astic v case t
je dén rozpadovym zdkonem (viz Cviceni 5)

N(t) = Noe . (2.17)

Ve fyzice mikrosvéta obvykle prechazime od ¢etnosti rozpadu A k ekvivalentni veli¢iné rozméru
energie, tzv. rozpadové Sifce (angl. ,decay width”) I' = RA. Rozpadem vznikd obecné n ¢astic
se Ctyrhybnostmi pq, ..., p,. Zakon zachovani celkové ¢tyrhybnosti zarucuje, ze

p1+...+pp=pa, kde pa=(mac0) (2.18)

Vv

hybnostech poskytuje az zvoleny model v ramci kvantové teorie, ktery umoznuje vypocitat hus-
totu pravdépodobnosti na prostoru tithybnosti vyletujicich ¢dstic (energie jednotlivych éastic
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jsou urcené relaci (2.1)). Tu oznacujeme jako dI' a nazyvame diferencidlni rozpadovou $itkou.
Jeji integraci pres vSechny koncové stavy obdrzime (celkovou) rozpadovou siiku T'.

Casto se stavé, ze dand nestabilni ¢astice se miiZe rozpadat riiznymi zptisoby (tzv. rozpadovgmi
kandly), tedy na rizné pocty a typy produkti. Celkovd rozpadovd Sifka je pak ddna souctem
rozpadovych Sifek jednotlivych kanala, I' = ), I';, a vjznamnost i-tého kanélu je kvantifikovana
pomérem I'; /T (tzv. ,branching ration”).

Polozme si jesté otazku, jakou vzdalenost uleti nestabilni ¢astice letici rychlosti v v laboratorni
soustavé. Jeji stfedni dobu zivota v klidové soustavé, jez je ddna rovnici (2.15) jako % = %, je
tfeba dilatovat relativistickym faktorem ~. Vzdalenost je pak dana jako

h v h

Ezv’yfziﬁ_%f.

(2.19)

2.3 Rozptyl castic

Srézkami ¢dstic se rozumf{ procesy, pii nichZ svazek nalétavajicich ¢astic (B) interaguje s ¢dsticemi
teréiku (A). Pfitom dochdzi bud k prostému rozptylu (odklonu nalétdvajicich ¢dstic) nebo ke
srazce, pri které muze vznikat ruzné mnozstvi ¢astic ruznych typu. Pocet rozptylovych udalosti
daného typu je tmérny spole¢né plose S, kterou svazek na teréiku vytne, hustoté castic ve svazku
pa, délce svazku £ 4, hustoté ¢astic v teréiku pp a tloustce teréiku £5. Konstanta timérnosti (kterd
ovem zavisi na charakteristikdch uvazované udélosti) se nazyvd Gcéinny prufez o. Mame tedy

NyNp

pocet udalosti = 0 S paly pplp =0 g

kde NA,B = pAyggA,BS (2.20)

je pocet &astic v teréiku, resp. ve svazku. Uéinny pritfez mé stejnou fyzikalni jednotku jako plocha
S, tedy m?. (V &asticové fyzice se téz ¢asto pouziva jednotka 1 b = 10728 m? podle angl. ,barn”
— ,stodola”)

Pocet udélosti vztazeny na jednu tercikovou céastici a jednotku casu udéava

pocet uddlosti ~ Np

NaT =0gp =0 X (hustota toku nalétdvajicich ¢astic). (2.21)

Cetnost udalosti =

Uéinny prifez lze interpretovat jako efektivni prifez ¢dstice teréiku, vyjadiujici miru pravdépo-
dobnosti, ze dojde k urcité udédlosti. Udalost vétsinou charakterizujeme nejen typem castic, které
pri ni vznikaji, ale také jejich tfihybnostmi. (Energie jsou pak jednozna¢né uréeny relativistic-
kym vztahem p*p, = m?2c?.) Vzhledem k tomu, ze se jednd o spojité veli¢iny, G¢inny priifez se
vztahuje k uréité oblasti hybnostniho prostoru dp; ...d%p, a mluvime pak o diferencidlnim
ucinném prirezu do.

Omezme se na piipad rozptylu do dvou vyletujicich ¢dstic se ¢tyfhybnostmi p; a py (tzv.
bindrni rozptyl). Zakon zachovani celkové ¢tyfhybnosti omezuje 6 slozek findlnich tifhybnosti
4 vazbami. Zbyvaji tedy 2 parametry, za néz se obvykle berou thly 6 a ¢ tiithybnosti p;, a
dostavame se ke vztahu

do ihlova hustota toku vyletujicich ¢éstic

— = kde d2 = sin0dfd 2.22
dQ  plosna hustota toku nalétévajicich ¢astic’ ¢ i v ( )

je element prostorového uhlu. V tézistové soustavé je pg = —pa a po = —p;. V kvantové
.. v v o , . , 1 |p1] 2
teorii pole se v tomto pripadé ukazuje, Ze prava strana je rovna vyrazu g - DAl |IM|?, kde M

je relativisticky invariantni komplexn{ funkce poc¢atecniho a koncového stavu (tzv. invariantni
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amplituda), kterd je zékladni predpovédi kvantovépolniho modelu popisujiciho mezi¢dsticovou
interakci. Veli¢ina s = (pa +pg)? je jednim z tzv. Mandelstamouvych invarianti (viz Cvideni 11).
Hodnota

Vs=Es+Ep (2.23)

vvvvv
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2.4 Cviceni

Cviceni 6. Rotace jako maticovd exponencidla.
Ukazte, Ze rotace kolem osy z dand maticovou exponencidlou R3(#) = exp(6M3) ma zndmy
tvar

cosf —sinf 0
R3(0) = [ sinf cosf 0. (2.24)
0 0 1

Resent:

Podivejme se nejprve na prvni mocniny matice Mg:

0 -1 0 -1 0 0
M=I, Mi=([1 0 0], Mi=(0 -1 0]. (2.25)
0 0 O 0o 0 0
Dalsf mocniny uZ se opakuji az na znaménko: M3 = —Mj3, M3 = —M2 aZ koneéné M3 = M3 kde

cyklus zacind znovu. Efektivné se tedy v Taylorové radé pro n > 0 vyskytuji jen dvé matice,
které podle mocnin stiidaji znaménko.
Rozdélme tedy hledanou fadu na sudou a lichou ¢4st (nesmime zapomenout (OM3)° = I):

> k92k > (—1)ke2h+1

eXp(GMg):Z$ OM3)" = Z ZWMg. (2.26)
0 1 0 ’

Explicitnim rozepsanim tedy

0o (—1)Fgk 0o (—1)kg2k+1

0 TR —2.0 @i Y cos® —sinf 0
exp(IM3) = oo (~1)kg2rtt 0o (=1)*6? ol =1sind cos® 0], (2.27)
0 (kTN 0 (2R
0 0 1 0 0 1

kde jsme rozeznali zndmé rozvoje goniometrickych funkei.

Cviceni 7. Maticové exponencidly — faktorizace.

Uvazujte matice
0 1 0 0
(01 a s (0 ) -

a spoctéte vyrazy:
1. 6A+B

2. efeB |

)

3. [A,B]=AB—BA.
Resent:

0 1

1. Ozna¢me C=A+B = (1 0

). Vidime, ze C? = I, coZ znamena

oo

“(A+B)"* X | C
A= % - zo: @R 20: 2k + 1) (2.29)

0
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V suméch poznavame rozvoj hyperbolickych funkci, lze tedy psat

a+g _ [coshl sinhl
€ o (sinhl coshl)/"’ (2.30)

2. Zjevné A% = 0 = B?, tedy

A (11 B (10
e —|—|—/—\—<O 1), e —H—B—(1 1), (2.31)

dohromady
AeB— (21 (2.32)
N .
3. Plati
[A,B]=AB—-BA = <(1) _01> , (2.33)

matice tedy nekomutuji, proc¢ez odlisnost vysledku 1. a 2. neni pirekvapujici.

Cviceni 8. Maticové exponencidly — derivace.

Uvazujte maticovou funkci
1 «
Ala) = (O 0) (2.34)

a spoctéte:
1. explicitn{ tvar matice eA(®),
2. derivaci predchoziho vysledku podle «,
3. vyraz %(;)eA("),

4. komutator [A(aq), Alas)].
Resent:
1. Zjevné [A(a)]? = A(a), proto

A =143 %A(a) =14 (e—1)A(a) = <8 ole - U) : (2.35)

Alternativni postup: pro diagonalizovatelnou matici A = PDP™! lze psét
A? D?
eA:I+A+§+...:P(I+D+§+...)P_1 = PePPL, (2.36)

staci tedy exponencializovat diagondlni matici D, kterd m& na diagondlne vlastni ¢isla
matice A a oblozit ji matici P, sloZzenou z jejich vlastnich vektori a jeji inverzi. V nasem

pripadé
(0 0 (a1 1 (0 -1
D(O 1), P(_l 0), p (1 a), (2.37)
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2.

3.

(kde P~! lze spoéitat napf. pres adjugovanou matici). Tedy z (2.36), protoze D" = D pro

n > 0):
B Y Y (I R R

coz je skuteéné stejny vysledek, jako (2.35).

Derivace predchoziho vysledku:

d Ala) _ 0 e—1
=M ={y o) (2.39)

Vynésobenim derivace matice A(«) ze zadéni a vysledku 1. dostdvame

W) e

A Aaal] = (™). (2.41)

matice tedy nekomutuji, odlisnost vysledkt 2. a 3. tedy neni prekvapujici.

Cviceni 9. Boost.
Lorentzovsky boost podél osy z s rapiditou ¢ je uréen matici exp (2 ¢ )

1.
2.

Za pomoci Taylorova rozvoje naleznéte explicitni tvar maticové exponencialy.

Alternativné, definujte maticovou funkci M(¢) = exp [ (§ )], naleznéte diferencidlni rov-
nici (druhého fddu), kterou spliiuje, a tu vyreste.

Porovnanim s tradi¢nim tvarem Lorentzovych transformaci urcete vztah mezi rapiditou ¢
a rychlosti boostu v.

Slozenim dvou boostil s rapiditami ¢; a (o odvodte vztah pro relativistické skladani rych-
losti.

Resent:

1.

Matice jez mame exponencializovat je az na nasobeni ¢ shodna s matici A + B ze Cviceni
7. Proto muzeme rovnou napsat

0 ¢ sh ¢ sinh(
eXch 0)] = (Z?zhg zosh§> (2.42)

2. Nejprve matici 2x zderivujeme:

0 1 '
wio = | (1 g)me| =me. (243
mame tedy rovnice a obecné feSeni po slozkach

MZ/; = Mij = MZJ(C) = Aij cosh ¢ + Bij sinh (, (244)
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kde A;; a B;; jsou konstanty. Z pocatecnich podminek

M;;(0) = 055, M'(0) = ((1) (1)) (2.45)
dostavame pozadovany vysledek.

3. Standardni tvar matice boostu ve sméru z je

B, = (776 Vf ) (2.46)

tedy vztahy musi byt
cosh( =+, tanh(=p= g (2.47)
c

4. Vynasobenim matic dvou boosti o rapiditdch (; a (o a pouzitim souctovych vzorcu pro
hyperbolické funkce dostavame opét matici boostu s rapiditou (7 + (2. ProtozZe i pro ni musi
platit vztahy z vysledku 2., pouzitim identity pro tanh dostidvame pozadované pravidlo
skladani

_ tanh(; +tanh(y B+ B2

= tanh = = . 2.48
f G+ ) = TG tanh &~ 14 61t (2:48)
Cviceni 10. Relativistickd cdstice v homogennim elektromagnetickém poli.
Napiste Teseni relativistické Lorentzovy rovnice
dut
L= Ly (2.49)

dr m v

pro konstantni Faradaytv tensor F),,.
Specidlné pak v nerelativistickém rezimu zjednoduste pro piipad E = (0,0,0) a B = (0,0, B).

Resent:
1. Zapiseme-li Lorentzovu rovnici maticové, mdme @ = -LFu, kterou zjevné fesi maticova
exponenciala
u(T) = exp (72F> . (2.50)
m
7 teorému o jednoznacnosti reseni je tento vysledek po uréeni pocatecnich podminek uni-
katni.

2. Pro dané zadani mame Faradayuv tenzor tvaru

0 0 0 0
0 0 B 0

=10 "B 0 o (2.51)
0 0 0 0

(pozor na otoCené znaménko vuéi F,,,). Nyni potfebujeme explicitné spocitat exponencialu
(2.50). Mocnéni se ve skuteénosti ziucastni jen nenulovy 2x2 blok uprostied

(0 T 1B
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Jednd se o stejny blok jako ve Cviceni 6, oznac¢ime-li § = —T. Za vyuziti sudosti cosinu a
lichosti sinu tak muZeme rovnou napsat

Uup (T) 1 0 0 0 Uupo Uupo

up(T) _ 0 cosT sinT O uoy | _ | worcos T + ugasinT (2.53)
us(T) 0 —sinT cosT O U2 —ugrsinT + uggcosT | ° ’

us (T) 0 0 0 1 up3 up3

Prvni a druhy komponent lze vhodnym pouzitim souc¢tovych vzorci zapsat jako A sin(wt+
1) resp. Acos(wT + ¢2). Po integraci bychom tak dostali pro nulty a tfeti komponent x
linearni tvar v 7, prvni a druhy komponent se chovaji jako cosinus, resp. sinus. V nerelati-
vistické limité kdy 7 — t tak pozndvame Sroubovici zndmou z ELMA a TEF.

Cviceni 11. Mandelstamouvy invarianty.
Pro dvoucésticovy rozptyl A+B — 142 definujeme na zakladé zdkona zachovani ¢tyrhybnosti
pa + pp = p1 + p2 lorentzovsky invariantni Mandelstamovy invarianty

s = (pa +;DB)2 = (p2 +p1)27
t=(pa—m)® = (pp—p2)°
u=(pa—p2)° = —p)* (2.54)

Ukazte, ze pro né plati
s+t +u=m% +m%+mi+ms. (2.55)

Resent:
Soucet Mandelstamovych proménnych mizeme zapsat napft. jako

s+t+u=(pa +pB)2+(pA —p1)2+(p,4 —p2)2. (2.56)

Rozepiseme kvadraty ¢tyrvektoru, pricemz pro vyuzijeme invarianci kvadrata ¢tyrhybnosti jed-
notlivych ¢astic (pro kazdou jedenkrat). Ze zbytku mtuzeme vytknout 2p4 a vyuzit zakon zacho-
vani ctyrhybnosti:

s+t+u=m}i+mp+mi+mi+2pa(pa+ps —p1—p2) =mh +mp+mi +m3. (2.57)
Cviceni 12. Rychlost cdstic na LHC.

1. Jakou rychlosti se pohybuji protony na LHC, je-li celkova energie dvou proti sobé leticich
castic v tézistové soustavé 14 TeV?

2. Jak silné magnetické pole na Castice pusobi, je-li polomér urychlovace 4,3 km?
Resent:

1. Celkova energie v tézistové soustaveé je rovna
14TeV = /s = (pa +pB) = (Ea + Eg). (2.58)

Jelikoz se tézistova soustava v tomto ptipadé shoduje s laboratorni a jelikoz obé ¢astice jsou
protony stejné klidové hmotnosti a velikosti rychlosti, energie jednoho z nich (E4 = Ep =
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E) je 7TTeV. Nyni uz jen vyuzijeme relativisticky vztah pro energii a dosadime klidovou

hmotnost protonu m = 938 MeV ¢~ 2:

2 2.4 1 m2c
7TeV:E:m702:LW:> |%|:\/1—mE20 zl—§%ﬁl—10_8 (2.59)
1 02

c2

(kde jsme pro ticely snadného ,,ruéniho vypocétu” pouzili m = 10°eVc=2 a 2-49 = 102, coz
nam umoznilo fadovy odhad. Skuteénd hodnota odmocniny je 1—8,2044 x 10~8). Rychlost
je tedy velmi blizkd rychlosti svétla.

2. Mame situaci, kdy nabité castice obihaji po stabilni kruhové draze v konstantnim homo-
gennim magnetickém poli. Musi se tedy vyrovnat Lorentzova (magnetickd) a dostfediva
sila: o2

gBlv| = ’ym% = B= mlv|

qR\/l—'Z—f

kde jsme pouzili fakt, Ze pohyb ¢dstice je kolmy na smér pole (B mé stejny vyznam jako
ve Cviceni 10) a provedli relativistickou korekci hmotnosti.

(2.60)

Figurujici konstanty jsou polomér R = 4,3 x 103 m ze zadani, klidovd hmotnost protonu
m = 938 MeVc~2 = 1,6726 x 10727 Kg, jeho (elementérni) naboj ¢ = 1,602 x 1071 C,
rychlost svétla ¢ = 2,99792458 x 108 ms~! a rychlost z é4sti 1. Po vhodném zaokrouhlen{
dostavame

B =3,8Kgs '1C!=338T. (2.61)

Poznamky:

Jeden proton mé energii jako komar hmotnosti 2 mg letici rychlost{ 1 ms~!.



Kapitola 3

Klasicka teorie pole

Predstavme si, Ze chceme popsat silové pusobeni mezi dvéma ¢asticemi (napiiklad skrze Coulom-
buv potencial mezi nabitymi ¢asticemi Z;Zi |w1iw2| ). Speciélni teorie relativity ndm rikd, ze vliv
jedné castice na druhou nemuze byt bezprostiedni, nybrz Ze se muze Sifit maximalné rychlosti
svétla. Pokud ¢astice 1 zméni polohu, neni mozné, aby se tato skutecnost projevila okamzitou
zménou sily pusobici na ¢astici 2. Predstava sily coby potencidlu mezi dvéma ¢asticemi neni slu-
Citelna s principy specialni teorie relativity a je tak odkazana pouze do nerelativistického rezimu,
kde je rychlost svétla nekonecna.

Aby bylo mozné zachytit interakce ¢astic v ramci teorie relativity, je tfeba zavést zprostied-
kujici (napft. elektromagnetické) pole. Céstice tak interaguji primarné s polem a skrze néj se
ovlivnuji. Vypada to tedy, jako bychom méli dva typy fyzikéalni reality — ¢éstice a pole. Kvantova
teorie nicméné ukazuje, ze Castice jsou ve skutecnosti jakési kvantové excitace jim odpovidajicich
poli. Zjednodusené feceno, castice si mizeme predstavit jako vlnové baliky, jimz je prirazena
yrozmazand” poloha a hybnost (pfipadné i polariza¢ni stav).

Pro ilustraci uvazujme Klein-Gordonovu vlnovou rovnici a ji odpovidajici disperzni
vztah:

ch

5
(Analogicky disperzni vztah maji elektromagnetické viny v plazmatu, kde w, oznacuje tzv.

plazmovou frekvenci.) Z disperzniho vztahu vyjddifme grupovou rychlost, tedy rychlost vino-
vych baliki, jako

m2c2
<5”3# =+ h2> go(w,t) = O — W2 = wg =+ 02k27 kde UJp = (31)

dw _ H|k[ _ 5lp|

Ak e B
kde jsme v poslednim kroku prifadili vilnovému baliku energii a hybnost podle de Broglieovy
hypotézy: E = hw, p = hk. Disperzni vztah (3.1) pak piechdzi v relativistickou relaci E? =
m2c* + p?c? a srovnani v rovnici

(3.2)

v P _Pp

=% (3.3)

ukazuje, ze vy odpovida rychlosti relativistické ¢astice s energii I a klidovou hmotnosti m.

Presny kvantitativni popis ¢astic jako excitaci poli a jejich vzdjemnych interakci nicméné vy-
zaduje kvantovou teorii pole, jez je jazykem fundamentalni ¢asticové fyziky. Jednd se o pomérné
naroc¢nou, nékdy dosti abstraktni, disciplinu a je proto predmétem az magisterského studia. V
tomto kurzu se vétsinou omezime na klasickou teorii pole, ktera je ovSsem nezbytnym predstup-
ném, a v ramci ni se seznamime s polnim popisem mikrosvéta na kvalitativni irovni.

24
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3.1 Lagrangeuv formalismus teorie pole

Pole je funkce prostorocasového bodu x = (ct, ) s hodnotami v redlnych ¢ komplexnich ¢islech,
pripadné s nékolika komponentami ¢, (x). Jeho dynamika je shrnuta v lagrangidnu (presnéji
lagrangeovské hustoté) Z(¢,, 0,¢,, x). Ten tvoii akci, tj. integralni funkcional

Slén(2)] = / dt &z L (60 (), B (2), 1) (3.4)

definovany na urcité prostorocasové oblasti, jehoz extremalizaci vuci variacim poli, které neméni
pole na hranici této oblasti, ziskdme polni Euler-Lagrangeovy pohybové rovnice

o0, 0%
o 00,0y

V klasické fyzice je nejprominentnéjsim pifkladem pole pole elektromagnetické (popf. pole
gravitacni, pokud se zabyvdme obecnou teorii relativity). V kvantové teorii, kde je i hmota
popsana pomoci poli, se ovSem setkdvame s celou fadou dalsich typt poli. V rovnici (3.1) jsme se
setkali s jednokomponentnim Klein-Gordonovym polem ¢(z) € R nebo C, coz je nejjednodussi
pole popisujici relativistické ¢astice. Dirac v roce 1928 tuto rovnici prepsal do tvaru

=0 (Vr,x). (3.5)

m202 mc mc
H _— = — Vel _— i~V _ — =
(a O+ ) U(z) (w Ot = ) (w O~ )\I/(a;) 0, (3.6)

kde «v* jsou komplexni matice 4 x 4 spliujici algebraické relace (viz Cviceni 13)

P1
{47} =Y + 40t =2¢"T (Y, v) a kde U = Zﬁ; (3.7)
g

je 4-komponentni komplexni funkce. To mu umoznilo postulovat Diracovu rovnici
(thy*9,, — me)¥(x) =0, (3.8)

tedy svym zptusobem ,odmocnit” Klein-Gordonovu rovnici, ktera pak plati jednotlivé pro kaz-
dou komponentu 1),,. Dirac tedy zjednodusil diferencidlni strukturu (snizil fad derivaci) za cenu
zesloziténi algebraické struktury (pfidal komponenty a zavedl «-matice). Jeho rovnice se stala
zéakladni rovnici relativistické kvantové mechaniky a jednou z nejvyznamnéjsich rovnic casticové
fyziky vibec.

Od ted budeme pro jednoduchost pouzivat tzv. prirozenou soustavu jednotek, ve které pokla-
ddme h = ¢ =1 (a navic i gg = 1, z ¢ehoZ plyne po = EO% = 1). Toto je bézna praxe ve fyzice
mikrosvéta. Konstanty h,c,e9 je mozné v rovnicich kdykoliv jednoznac¢né obnovit na zakladé
rozmérové analyzy.

Zakladni charakteristikou poli je zptisob, jakym se transformuji pri Lorentzovych transfor-
macich 2’ = Lz. RozliSujeme

1. skalarni pole: ¢/.(z') = ¢,.(z),
2. spinorova pole: ¥'(z') = S(L)¥(z),

3. vektorova pole: A" (2') = L* A" (x),
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popt. dalsi typy poli (napf. tenzorovd pole), kterd ovSem nejsou fundamentdlnimi poli standard-
nfho modelu. Zde matice S(L), které pti Lorentzovych transformacich ,michaji” komponenty
Diracova pole, tvoii tzv. spinorovou reprezentaci Lorenzovy grupy (jsou nesinguldrn{ a spl-
nuji S(L1)S(L2) = S(LiLg)). Jejich konkrétni podoba plyne z pozadavku lorentzovské invariance
Diracovy rovnice (3.8) a je ddna vztahem (2.12), kde misto generdtoru J; a K; figuruji jisté
kombinace y-matic.

Vyse zminéné typy poli se téZ oznacuji jako: pole se spinem 0 (pro skaldrni pole), pole se
spinem 1/2 (pro spinorovd pole) a pole se spinem 1 (pro vektorovd pole). Spin je kvantova
vlastnost ¢astic, jakysi vnitini moment hybnosti. Odpovidajici pole se spinem 7 méa obecné 25+ 1
nezévislych polariza¢nich stavi. Hodnota j je urdena sumou kvadrati rotacnich generdtoru v
prislusné reprezentaci. Naptiklad pro vektorovd pole tak mame, podle rovnice (2.11),

3 00 0 100 10 0
SM)2=(0 1 0)+[0 0 0+ [0 1 0] =2I=G+1I — j=1 (3.9)
=1 00 1 00 1 00 0

Pro skalarni pole jsou vSechny Lorentzovy transformace reprezentovany jednotkovou matici a
rotacni generdtory, a tedy i spin j, jsou nulové. Ve Cviceni 13 obdobnym zplisobem ovérime, ze
j = 1/2 pro spinorové pole (vzorec pro rotacni generdtory vsak odvozovat nebudeme).

V kvantové teorii pole se ukazuje, ze ¢astice se spinem 0,1,2,... jsou z hlediska statistiky
bosony (tj. dany stav mize zaujimat libovolny pocet ¢astic mnohoéasticového systému), zatimco
Castice se spinem %, %, ... jsou fermiony (tj. dany stav muze zaujimat nanejvys jedna ¢dstice
daného typu). Elementarni ¢dstice maji spin 0 (Higgstv boson) nebo 1/2 (kvarky a leptony) anebo
1 (medidtofi interake{). Vyssiho spinu je mozné dosdhnout sloZzenim elementérnich konstituenti.
Jeho vysledna hodnota pak zavisi na detailech tohoto slozeni. Naptiklad proton a neutron maji
spin 1/2, existuji ovSem i baryony (tedy tiikvarkové komporzity) se spinem 3/2. Mezony (tedy
dvoukvarkové kompozity) mohou mit spin 0 nebo 1.

Transformadcni vlastnosti vici Lorentzovym transformacim uréuji typ pole (skaldrni, spino-
rové, vektorové — podle hodnoty spinu) a to i bez specifikace lagrangidnu, tedy dynamiky pole.
Pozadavek lorentzovské invariance teorie nicméné klade znacné omezeni na mozné tvary lagran-
gidnu a setkdvame se tedy typicky s nasledujicimi pripady:

1. (skaldrni) Klein-Gordonovo pole
1 " 1 55
Zra = 5(0,9)(0"9) — 5m™¢7, (3.10)

2. (spinorové) Diracovo pole

Lp = V(iy 9, —m)¥, kde W=l (3.11)
3. (vektorové) elektromagnetické pole
1
Lrm = _ZF’“/FW’ kde F,, =0,A4, —0,A, (3.12)

(popf. hmotné vektorové pole, pokud jesté pridame clen %mgAHA“).

Odpovidajici Euler-Lagrangeovy rovnice pak reprodukuji znamé pohybové rovnice: Klein-Gordonovu
rovnici (3.1) pro Klein-Gordontiv lagrangidn Lk (viz Cviceni 14), Diracovu rovnici (3.8) pro
Diractv lagrangian .£p a Maxwellovy rovnice pro Maxwelluv lagrangidn Zg ;.
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K Diracovu lagrangianu je tfeba poznamenat, ze pole 1, a 1% jsou variovana jako nezavisl4,
nebot je miizeme vnimat jako linedrni kombinace ¢, = ¥& + iyl a ¢* = E — iyl osmi
nezavislych redlnych poli £ a L. (Tvar Euler-Lagrangeovych rovnic je v proménnych (v, %)
stejny jako v proménnych (¢, 41).) Variaci podle 9 pak okamzité dostavame Diracovu rovnici
a variaci podle 1, pouze rovnici hermitovsky sdruzenou.

3.2 Symetrie a zachovavajici se veli¢iny

Lagrangian neni jen nastroj k odvozeni pohybovych rovnic, ale dokazeme z néj vycist i jiné uzi-
tecné informace o fyzikalnim systému, aniz bychom presné tesili cely casovy vyvoj. Na zdkladé
symetrii, tedy invariance lagrangidnu, resp. obecnéji akce, vici uréitym spojitym transformacim
prostorocasovych a polnich proménnych nam teorém Noetherové umoznuje identifikovat kom-
binace poli a derivaci poli, které se v teorii zachovavaji. Zatimco v klasické mechanice se pod
pojmem ,zachovavajici se veli¢ina” rozumi veli¢ina konstantn{ v ¢ase, v teorii pole jsou zachova-
vajicimi se veli¢cinami noetherovské ctyrproudy j* splnujici rovnici kontinuity a v c¢ase se neméni
az celkovy integrovany naboj:
‘ dQ 3.0
ouj'=0 — g 0, kde Q)= /d xj (x,1). (3.13)
To jestli je dand transformace symetrii teorie zavisi samoziejmé na lagrangianu. Transformace
se typicky déli na vnitin{ (internf) a prostorocasové. Vnitfni transformace je takovd, kterd
pusobi pouze v prostoru poli, na infinitesimalni trovni tedy ¢.(z) = ¢,(x) + d¢p,(z). Pokud je
lagrangian invariantni, dostdvame s vyuzitim Euler-Lagrangeovych rovnic (3.5)

0L 0L 0L
D%(QST +5¢7w au¢7' +8u5¢r) - Z((bra 8u¢7‘) ~ @5@ + 8(8;14(157")8;46@1)7- = au( m6¢r> =0,
oxgH

(3.14)
kde vyraz v zévorce predstavuje, po vydéleni infinitesimdlnim parametrem (viz Cvifeni 15),
zachovévajici se noetherovsky proud. (Sumace pies r je implicitni, tj. rozsifujeme Einsteinovu
sumacn{ konvenci i na indexy v internim polnim prostoru.)

Prostorocasové transformace méni souradnice x*. Pokud je teorie lorentzovsky invari-
antni, implikuje teorém Noetherové zachovani polniho tenzoru momentu hybnosti, coz je pomérné
komplikovand, i kdyz uzitecnd veli¢ina. Jesté vyznamnéjsi zachovavajici se veli¢inu dostaneme,
pokud lagrangian nezavisi explicitné na z, tj. pokud je teorie translacné invariantni. To je bézny
pozadavek fundamentalnich teorii, kde vSechna pole jsou dynamicka, tedy na systém neptsobi
externi pole. V tomto pripadé

0L
0,T", =0, kde TV =——""_0,¢, — "% 3.15
2 8(8M¢r) ¢ ( )

je kanonicky tenzor energie-hybnosti. Jeho slozka T, = J# ptedstavuje hustotu energie pole
a integraci pres prostor pak dostavame celkovou energii pole, neboli polni hamiltonian

H= /d% (1. 0¢pr — L), kde m, = a(%i) (3.16)

je kanonické hybnostni pole.
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3.3 Cviceni

Cviceni 13. Algebraické relace v-matic.
Definujme matice (tzv. Diracovy matice v chirdln{ reprezentaci)

(5 ) () () )
a o' = o,. (Matice o se nazyvaji Pauliho matice.) (

1. Ukazte, ze y#v" + v~ = 2g"VLL

2. Cemu se rovna vyraz ¥* = %sijk’yj yk? (% jsou generatory rotaci ve spinorové reprezentaci.)

3. Ukazte, ze %% = % (% + 1) I, coz odpovidé spinu j = %

Resent:

1. Dikaz je pfimy, rozepiseme

otg¥ 4+ o¥ot 0
BV VAl —
T+ ( 0 Uuau+0yau) (3.18)
Z definice 7° = 0¥ a 7' = —0?, coz mimo jiné znamen4 Ze oba nenulové bloky (3.18) jsou
shodné. Dale je tfeba explicitné propocitat souciny; vysledky se daji shrnout vztahy
olod = 10;5 + ieijkak, oot = gt = ot (3.19)

coz po dosazeni souhlasi s hledanym vysledkem.

)Y 2( 0 7203 — 5352 = 0 ol (3~20)

kde prvni rovnost plyne z definice, druhd vyuzitim (3.19) a explicitnim vypoétem. Analo-
gickym postupem pro ostatni slozky celkové dostavame

N = (‘B f) . (3.21)

iy 1 [(oiot 0 3 1/1
= e 2 Sl =Z1=2(Z241)1 .22
2 2 4(0 a’a’) 4 2<2+>’ (3.22)

kde pies i se ve vSech pfipadech s¢itd, predposledni rovnost plyne z (3.19).

2. Méme napft.

3. Explicitné

Cviceni 14. Klein-Gordonova rovnice z lagrangidnu. Uvazujte lagrangian
1 1 5 5
Z = 5(0.9)(0"¢) — 5m7¢ (3.23)

a odvodte:
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1. polni Euler-Lagrangeovy pohybové rovnice,
2. celkovy polni hamiltonian H.
Resend:

1. PfepiSeme lagrangian jako & = ¢"*(0,¢)(0,¢) — %ngbz, z ¢ehoz mizeme spocist derivace
a Euler-Lagrangeovy rovnice jako

0L 0L

a2 Yo 24 o 2
2. Plati 7 := 55355 = 0°¢. Pak tedy pro # = [(8°9)(9y¢) — ] mime
A= P+ n = S(06)(00) = 5 (WP + P+ (VOP).  (3.29)

Cviceni 15. Noetherovsky proud Klein-Gordonova pole. Uvazujte lagrangian komplexniho Klein-
Gordonova pole
Z = (0up") (0" p) —mPp"e. (3.26)

1. Ukaizte, 7Ze .Z je invariantni viiéi transformaci ¢'(x) = e~ ¢(x) a odvodte piislusny no-

etherovsky proud.
2. Naleznéte reseni pohybové rovnice ve formé rovinnych vin a urcete, které rovinné vlny maji
kladnou, resp. zapornou, hodnotu noetherovského naboje.
Resent:
1. Zjevné ' ' ' '
L' = (0up ™) (0" pe™ ) — mPprerpe i = 2. (3.27)
Infinitezimalné je

—1iA

¢'(z) = e Po(x) = p(x) —irp(z), ¢ '(x) =e¢"(z) = *(x) +ide*(x)  (3.28)

a tedy slozky Noetherovského proudu (3.14) jsou
JH = 1i(p" 0" — p0Mp"). (3.29)
2. Pouzijeme ansatz tvaru plandrni viny ¢ = Ae~P%, coZ po dosazeni do pohybovych rovnic

(analogicky Cviceni 14) déva
0= |A]*[p* —m?], (3.30)

tedy p musi skuteéné byt ¢tyfhybnost. Dosazen{ do vztahu pro ndboj (3.13) davé
Q= /d?’xjo = /d% 2| AI*p°, (3.31)

tedy jeho znaménko je ddno znaménkem p° = F = £./m?2 + p2.
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Cviceni 16. Pohybové rovnice Procova pole. Uvazujte lagrangian hmotného vektorového pole

1 1
L == Fu " + imQAHA% kde F,, =09,4, —9,A,. (3.32)

Odvodte Euler-Lagrangeovy rovnice a ukazte, Ze je lze zjednodusit na tvar (O +m?)A” = 0.
Resent:
PrepiSeme lagrangian jako

1 1
Z=-19 " g (0, A, — 0,A,)(0aAp — D As) + ing’“’AuAu, (3.33)

z ¢ehoz plynou derivace a Euler-Lagrangeovy rovnice

0L 9 0L
= =mPAs, = F¥ = mPA O FM* =0 3.34
o4; " Bonay) A ON (8:34)
Zapusobenim 0¢ na rovnici (3.34) pro m # 0 dostdvdme 85A5 = 0 a tedy puvodni rovnice lze
zapsat jako

(m? +0)A* =0, (3.35)

tj. jako Klein-Gordonovu rovnici pro kazdou slozku ¢tyrpotencialu.

Cviceni 17. FElasticita v Lagrangeove formalismu.

Uvazujte nekonecnou kubickou miizku s miizkovou konstantou a, v jejiz vrcholech se nachéazeji
zavazi (atomy) hmotnosti M spojend pruzinkami (meziatomovymi silami) s tuhosti & a klidovou
délkou a. Ozna¢me u(R) € R? vychylky z rovnovdZnych poloh R = an, kde n € Z3.

1. V priblizeni malych kmiti napiste Lagrangeovu funkci systému a ukazte, ze ve spojité
limité (kdy efektivné a — 0) méa tvar

:/d?’x,f, kde £ = L(0mu)* — )\(@ui)z. (3.36)

l\'ﬂb

2. Odvodte Euler-Lagrangeovy rovnice a urcete typ jejich vlnovych Feseni (podélné nebo
pritné).

3. Urcete hustotu a tok energie a ukazte, ze odpovidajici rovnici kontinuity lze zjednodusit
na tvar

Resend:

V tomto prikladu budeme psat indexy prostorovych vektori dole, jak je zvykem v nerelati-
vistické teorii elasticity.

1. Lagrangian systému je dan jako rozdil kinetické a potencidlni energie,

L:Z% ZZ (|u (R+a (R)—l—a|—a)27 (3.38)
R
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kde vnitini sumace probihd pfes a € {(a,0,0), (0,q,0), (0,0, a)}. V pfiblizeni malych kmitt
rozvijime potencidln{ ¢ast do druhého fddu v u(R). Oznac¢ime Au = u(R+a) — u(R) a
postupné dostavame

a-Au  (Au)?\1/2 a -Au  (Au)?  (a-Au)?
|Au+a\_a<1+2 e + e ) ~oa+ " + 5 T 9a3 (3.39)
kde jsme vyuzili Tayloritv rozvoj (1 +2)Y/2 =1+ % — % +...,a
CAun 2
(|Au+a| —a)® ~ (a - “) . (3.40)

Ve spojité limité se z u(R) stavd funkce (pole vychylek) u(x) a mame Y p — [ ‘f—f a

% — a;0;u. Dostavame tedy polni lagrangian
A
L= /d% gif - /d% S 0)?, (3.41)

kde p = a—f‘é je hustota a A = g Lamého koeficient.

2. Polni Euler-Lagrangeovy rovnice jsou dany jako

0L 0L 0L

at B aj 8(8]%)

coz pro lagrangeovskou hustotu (3.36) vede na

0z 0.
9(0;u;)

==X 51j(8kuk) — p@fui — /\61(6]%) =0. (343)

Resen{ pohybovych rovnic hleddme ve tvaru rovinnych monochromatickych vin u; = A;et«t=k=)
jejichz dosazeni vede na disperzni vztah

A A
Aiw? = S(Ajkj)k; a z ngj plynouci  w? = “k%. (3.44)
P P
Vidime, zZe vektor amplitudy viny A; je imérny sméru Sifeni k; a jedna se tedy o podélné
vlnéni, jehoz rychlost se rovna /\/p.

3. Hustota energie resp. jejiho toku tvori nulty sloupec tenzoru energie-hybnosti (3.15):

0L 0 A
0 _ L _F 2 g, )2
5% = 78(&%)(%% <z 2(6tu) + 5 (Oyu;)
; 0L
TJO = W@t’uz‘ = —A(akUk)(atU]) (345)

Rovnice kontinuity energie ma tvar

8tTOO + 8jTj0 = p(atul)(afu,) + )\(&ul)aj(atu]) - )\aj (akuk)(atuj) — A(Z’)kuk)aj (atUj)
= (Opus) (p (0u;) — A 9i(Okuy)) =0, (3.46)

jenz je, podle oc¢ekévani, kompatibilni s pohybovou rovnici (3.43).



Kapitola 4

Elektrodynamika a kvantovani
poli

Casto je uziteéné si pod pojmem pole piedstavit spojitou limitu mechanického systému s mnoha
stupni volnosti (tak naptiklad dostaneme strunu jako zespojiténi fetizku vazanych oscilatort).
7 této mechanické analogie je pak zrejmé, Ze pokud znadme hamiltonidn, mizeme z klasické
teorie pole udélat kvantovou stejné jako prechézime z klasické mechaniky k mechanice kvantové,
tedy reprezentovat kanonickd pole a hybnosti pomoci operatort, zavést vinovou funkci systému
a postulovat Schrodingerovu rovnici s hamiltonovskym operatorem H odvozenym z klasického
hamiltonidnu (3.16). Tento proces se nazyvd kanonické kvantovani.

Modernéjsi zptisob kvantovani vyuziva tzv. Feynmanova drahového integralu, ktery je
formulovan v jazyce lagrangianu a akce. Jedna se o nekone¢nénasobny integral pres prostor vsech
prostorocasovych polnich konfiguraci ¢(z), kde kazdé konfiguraci je piifazena faze exp(%S[d)]).
Chceme-li kvantovat, a dobrat se tak spravného kvantitativniho popisu fyziky mikrosvéta, mame
tedy na vybér mezi nekoneé¢nénasobnym Feynmanovym integralem a systémem nekonecné mnoha
kanonickych kvantovych operdtoru qAS(x) definovanych v kazdém bodé prostoru. Prestoze se v
tomto kurzu, jak jiz bylo feceno, otdzkou kvantovani poli systematicky zabyvat nebudeme, je
dobré mit na paméti, ze kvantovani je mozné formulovat v jazyce lagrangidnu skrze drahovy
integral a v dalsim proto budeme vyuzivat vyhradné lagrangeovsky popis klasické teorie pole.

Dynamika pole, coby systému s nekonecné mnoha stupni volnosti, je obecné tézko resitelny
problém. Podobné jako v pripadé systému vazanych oscilatori se situace zasadné zjednodusi,
pokud je lagrangidn nanejvys kvadratickou funkei poli a jejich derivaci (viz napriklad lagrangi-
any (3.10), (3.11) a (3.12)). V takovém pripadé jsou pohybové rovnice linedrni a je mozné pouzit
metodu rozkladu do médi, normalnich souradnic a vlastnich frekvenci. Pole se v tomto pfipadé
nazyvaji volnd. Pro popis interakci mezi poli (a tim pddem i mezi odpovidajicimi ¢dsticemi)
je zapotiebi zavést do lagrangidnu monomy vysstho fddu (kubické, kvartické, ...), které maji za
nésledek nelinearitu pohybovych rovnic. V takovém ptipadé se nebudou vinové baliky mijet ,,bez
povSimnuti”, ale budou se navzajem ovliviiovat — rozptylovat se, rozpadat se, ménit svuj typ
(tak jako elementdrni ¢éstice).

Vyznamnym prikladem interagujici polni teorie je elektrodynamika, jez se zabyva pohybem
nabitych ¢astic v elektromagnetickém poli a zaroven dynamikou pole, které je témito casticemi
buzeno. Samotné elektromagnetické pole je popsdno lagrangidnem Zgps, rovnice (3.12). Nabité
¢astice maji typicky spin 1/2 (napf. elektron ¢i proton) a jsou tedy popsdny Diracovym pole s

32
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lagrangianem %, rovnice (3.11). Jejich prostym souc¢tem bychom dostali lagrangian
1 _
Lem +%p = —EFW,F“V—F\I/(Z"}/“(?M —m)\I' (41)

ktery popisuje jak elektromagnetické pole tak hmotu, avsak pouze jako neinteragujici, nezavisla
pole. (Euler-Lagrangeovy rovnice vzniklé variaci podle elektromagnetického pole A, neobsahuji
hmotové pole ¥ a naopak v hmotovych pohybovych rovnicich nevystupuje 4,,.)

K zavedeni interakce slouzi jednoduché pravidlo nazyvané minimdalni vazba (angl. ,minimal
coupling”). (To vypadd ponékud uméle, avsak v kapitole 6 si je osvétlime a ukdzeme, zZe plati i
v obecnéjsich Yang-Millsovych kalibra¢nich teoriich, které jsou jednim ze zdkladnich stavebnich
kament standardniho modelu mikrosvéta.) Parcidlni derivace 0, v Diracové ¢asti lagrangidnu
se nahradi tzv. kovariantni derivaci D, = 0, + igA,(z), kde ¢ je ndboj castic a A,(x) je
operatorem ve smyslu ndsobeni funkci. Obdrzime tak lagrangian (kvantové) elektrodynamiky,
nebo téz Maxwell-Diracuv lagrangian,

1 _ 1 _ -
Z = *ZFWFW + W (iv* Dy —m)¥ = *ZF#VFW +U(iv" 0, — m)¥ —qUA* WA, (4.2)

——
LeMm

%p 2y
Zde jsme vyznacili interakéni ¢ast lagrangidnu, £, ktera je kubicka v polich. Zbytek lagrangianu
je kvadraticka, tedy volnd Cast.

Pohybové rovnice vyplyvajici z lagrangidnu . neni obtizné urcit, pamatujeme-li si pohybové
rovnice odpovidajici jednotlivym volnym c¢astem Zrp (Maxwellovy rovnice) a Zp (Diracova
rovnice). Dostavdme

0ZLEMm 0Ly 0 0Ly R
A aﬂa(aNAu) =34, +aﬂa(auAy) - 0, F" = qUy" 0, (4.3)
respektive
(iv"0, — gy* A, — m)¥ = 0. (4.4)

Rovnice (4.3) jsou Maxwellovy rovnice, v nichz veli¢ina j# = qU~y¥ vystupuje v roli elektric-
kého ¢tyfproudu (tzv. Diractv proud). Ve Cviceni 19 si ukdzeme, Ze j* je noetherovsky proud
odpovidajici symetrii

U (z) =e Mu(z) , W(x)=e"T(x) (4.5)

a je tedy zachovdvajici se veli¢inou. (Druhy z transformacnich vztahii je pouze sdruzenim prv-
niho.) Rovnice (4.4) je evoluéni rovnici Diracova pole (tedy hmoty), na néz pusobi elektromag-
netické sily, zde reprezentované ¢tyipotencidlem A,,. Hraje tedy obdobnou roli jako Lorentzova
rovnice. Diractiv proud tedy budi elektromagnetické pole a to naopak 1ika, jak se maji Castice
Diracova pole pohybovat. Sila vzajemného ovliviiovani poli je urc¢ena jejich vazbovou konstantou,
v tomto pfipadé hodnotou elektrického ndboje ¢ (napiiklad ndboj elektronu).

Kvantova elektrodynamika pozoruhodnym zpisobem sjednocuje popis elektromagnetického
zafeni a hmoty. V prvnim pfipadé ustupuje od cisté vinového charakteru svétla a vnimé jej
jako soustavu fotonti, tedy kvantovych excitaci elektromagnetického pole. V druhém ptipadé
nahrazuje Cisté ¢asticovou predstavu hmoty polem, jehoz kvantové excitace maji jisty casticovy
charakter. V obou pfipadech se jednd o kvantové pole (vektorového resp. spinorového typu).

Kvantovan{ pole v praxi znamend, ze vlna uréité frekvence w muze ménit svou energii (a tedy
i amplitudu) pouze diskrétnim skokem velikosti hw, coZ je elementédrni kvantum energie. Tato
tvaha vedla uz v roce 1900 k Planckovu zakonu vyzafovani ¢erného télesa a o pét let pozdéji k
Einsteinovu vysvétleni fotoelektrického jevu, coz jsou pocatky kvantové teorie.
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Kvantum energie se interpretuje jako ¢éstice. Pfidavani resp. odebirani kvant energie pole
odpovida kreaci resp. anihilaci ¢astic. Energie se navic miZze mezi ruznymi typy poli prelévat
a Castice tak mohou ménit svoji identitu, ovSsem za urcitych jasné danych podminek. Naprii-
klad foton o dostatecné vysoké energii se mize v pritomnosti atomového jadra zménit na par
elektron—pozitron (viz Cviceni 20) a tento par muze naopak anihilovat a zménit se na par fotont.
Celkovy elektricky nédboj se v téchto procesech neméni, coz je v souladu s tim, ze Q = [ d3z 5°
je zachovavajici se veli¢inou pro systém popsany lagrangidnem (4.2).

Kvantovd elektrodynamika ziskala svou findlni (soucasnou) podobu az v 50tych letech 20.
stoleti diky pracem Tomonagy, Schwingera, Feynmana a Dysona. Stala se vzorem pro pozdéjsi
kvantové polni teorie elektroslabych a silnych interakci a jeji predpovédi se ukazaly byt ve vyni-
kajici shodé s experimenty. Napiiklad hodnota tzv. anomdilniho magnetického momentu elektronu
je experimentalné ovérena na 9 platnych cislic, coz je nejpresnéjsi fyzikalni vysledek vibec.
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4.1 Cviceni

Cviceni 18. Faradayiv tenzor jako komutdtor kovariantnich derivaci.
Ukazte, Zze pro operatory kovariantni derivace D, = 9, + igA, plati

[D,,D,] = DD, — D,D,, = iq(8,A, — 0,A,) = iqF,,. (4.6)

Resend:
Komutator nechame ptisobit na testovaci funkei ¢
[D;u Du]w = (au + iqA,u)(&/'l/J + iqu/(/}) - (81/ + iun)(a;ﬂﬂ + iquﬂ/J)- (4.7)

Po rozepsani a pouziti pravidla pro derivace sou¢inu se prebytecné ¢leny odectou a zbude pouze
iq(0, A, — 0,A,), coz odpovida vysledku ze zadani.

Cviceni 19. Diraciv proud z teorému Noetherové.
Ukazte, ze Diracuv lagrangian Zp = U(iv*0,, —m)¥ je invariantni viéi vnitini transformaci
U/ (1) = e~ ¥(z) a odvodte tvar odpovidajiciho noetherovského proudu.

Resent:
Pii pouziti ¥/(z) = e W(z) a ¥/ (x) = AW (z) dostdvame
&' = e(x) ("0, — m)e” PV (z) = L. (4.8)
Infinitezimalni verze transformaci je
U (x) = U(z) —idV(z), W(r)~¥(z)+i\v(z) (4.9)

a tedy proud ma tvar -
gH = UAyHU, (4.10)

Cviceni 20. Vznik pdru elektron—pozitron z fotonu.
Uvazujte proces vzniku paru elektron—pozitron z fotonu za pritomnosti jidra o hmotnosti M
a s protonovym cislem Z,
Y+Z e +et +2. (4.11)

Urcete maximaln{ vlnovou délku fotonu A4, pii které mize k tomuto procesu dojit.
Resent:
Zakon zachovani celkové ¢tyrhybnosti mé tvar
k+P=p +pt+ P, (4.12)

kde P a P’ jsou ¢étythybnosti jadra pred srézkou a po srézce, k je ¢tyfhybnost fotonu a p~ a p™
oznacuji ¢tyfhybnosti elektronu a pozitronu.
Uvazujme klidovou soustavu jadra pred srdzkou, v niz P = (M, 0) a snadno tak vyjadiime
invariant
s = (k+ P)? = 2koM + M?>. (4.13)

Vv

Po srdzce budeme mit v tézistové soustavé (kde soudet tithybnosti p~ + p* + P’ = 0)

s=(p +p"+P) =(p, +p5 +8), (4.14)



KAPITOLA 4. ELEKTRODYNAMIKA A KVANTOVANI POLI 36

coZ je minimalni, pokud jsou ¢astice v této soustavé nehybné, tj. p~ = pT = P’ = 0. Potom
Smmin = (Me +me + M)? = 4m? + 4m M + M? (4.15)
a porovnanim s rovnici (4.13) mizeme vyjadrit

) m
fmin — 9 €(1 —@). 41
0 me( 1+ 77 (4.16)

Minimaln{ energie fotonu v jednotkach SI (tj. véetné ptislusnych mocnin % a ¢) je
min min Me
Emin = frine = 2m602<1 + ﬁ). (4.17)

Maximalni vlnova délka fotonu je tedy

h h
O T 2y 91072 (4.18)
Vmin — EJ*"™  mec

)\mam =

coz je zhruba o 5 Ffadi méné nez u viditelného svétla.
Pozndmky:

Pro hmotnost jadra M — 0 energie fotonu diverguje. Pokud jadro neni pritomné vubec,
neni mozné par elektron—pozitron z jednoho fotonu vytvoril. Nahradime-li jaddro nenabitou hmo-
tou, bude sice tvorba paru kinematicky moznd, ale Géinny prufez (tj. pravdépodobnost) tohoto
procesu bude nulovy.



Kapitola 5

Lieovy grupy a algebry

V kapitole 2 jsme si na piikladu prostorovych rotaci (a posléze i obecnych Lorentzovych trans-
formaci) ukdzali, jak je vyhodné pouzivat generdtory spojitych transformaci. S jejich pomoci
muzeme studovat transformace na infinitesimalni trovni a konec¢né transformace ziskat expo-
nenciaci linearnich kombinaci generatort. Jelikoz spojité transformace se uplatiiuji nejen jako
transformace prostorocasu, ale i ve vnitinim prostoru, kde transformuji komponenty poli, vy-
plati se Fici si o nich néco obecné.

Mnozinu transformaci G nazyvame Lieovou grupou, pokud

1. je grupou, tj.: transformace muzeme sklddat (g1g2 € G), v G méme jednotkovou transfor-
maci e a kazdému prvku g prvek inverzni g—!;

2. je zdroven hladkou varietou, tj. je (alesponi lokélné) hladce parametrizovatelnd koneénym
poctem parametri.

Prestoze je mozné teorii Lieovych grup budovat abstraktnéji, my se pro nazornost omezime na
maticové Lieovy grupy, tedy mnoziny reguldrnich matic uzaviené vici maticovému néasobeni a
obsahujici jednotkovou matici, e = I. Typicky jsou zaddny pomoci vazeb jako podvariety néjakého
GL(N,R nebo C), tj. mnoziny reguldrnich matic N x N. Napiiklad rotacni grupa SO(3) je
definovana podminkami

1) RTR =T (ortogonalita transformaci),
2) detR=1 (neméni orientaci béze). (5.1)

Blizko jednotky se nachézeji infinitesimalni transformace g ~ 1+ eX. V jazyce diferencidlni
geometrie jsou generdtory X teénymi vektory k varieté G v bodé e = I. Mnozinu generatort,
tedy tecny prostor T.G, nazyvame Lieovou algebrou (pfislusejici k Lieové grupé G). Dimenze
Lieovy algebra je shodna s dimenzi Lieovy grupy, ovSem Lieova algebra je vektorovym prostorem,
zatimco Lieova grupa obecnou (nelinedrni) varietou. Sila teorie Lieovych grup a algeber spociva
v tom, ze analyzu grupy prevadi na analyzu odpovidajici algebry, ze které je pak mozné grupu
zrekonstruovat pomoci exponencialniho zobrazeni X +— X € G. (To je surjektivni, pokud je
grupa souvisld a kompaktni.)

Vazbové podminky Lieovy grupy urcuji i podminky, které musi splinovat prvky Lieovy algebry.
Vezméme jako piiklad opét rotaéni grupu SO(3), jejiz vazbové podminky (5.1) na infinitesimaln{

37
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trovni implikuji

D) I+eMTT+eM)xT+eMT+M) =T = M =-M,

2) det(I+eM) = (1+eMY)(1+eM%)(1+eM3)+0(E) ~1+eTrM=1 = TrM=0.
(5.2)

Piislusnd Lieova algebra, oznacovand jako so(3), je tedy tvofena redlnymi antisymetrickymi ma-
ticemi 3 x 3 s nulovou stopou. (Druhd podminka v tomto piipadé automaticky plyne z prvni,
nebot ortogondlni matice maji determinant £1 a ty, které jsou blizko jednotky, musi mit tedy
determinant +1.) Takové matice jsou 3 linedrné nezdvislé a mizeme je vybrat napiiklad jako
rotacni generdtory My, My a M3 z kapitoly 2, rovnice (2.5).

Jak jiz slovo ,algebra” napovidd, Lieova algebra neni jen pouhym vektorovym prostorem, ale
existuje na ni jesté prirozend soudinova operace, kterou je komutator matic [X,Y] = XY — YX.
Ukazme, Ze [X, Y] je skuteéné prvkem Lieovy algebry. Pro infinitesimélni transformaci I + X je
transformace

e NI+ eX)eY =T+ (e MXeMY) (5.3)

rovnéz infinitesimalni transformaci, jejiz generator e *YXerY tedy lezi v Lieové algebie (V).
Jelikoz se jednd o linedrni prostor, bude v Lieové algebre lezet i

d

— | (eMXeM) = —YX + XY = [X,Y]. (5-4)
dA =0

Dimenze Lieovy algebry je pocet linearné nezavislych generatorti. Ten obecné nijak nesouvisi s
velikost{ matic, tedy dimenzi prostoru, na kterém tyto matice ptisobi jako linedrni zobrazeni. (Ro-
tace na N-rozmérném prostoru maji %(N — 1) generétori, coz odpovidd poctu antisymetrickych
matic N x N.) Bazické generatory X, (pro jejichz ¢islovani budeme pouzivat indexy a, b, c,...)
miizeme v principu volit libovolné. Casto viak existuji urcité standardni rozumné volby jako na-
priklad generdtory rotaci kolem vzajemné kolmych kartézskych os M1, My, M3. Komutator dvou
bazickych generatoru lezi v Lieové algebte a je tedy mozné jej zapsat jako linearni kombinaci

[Xm Xb] = fapeXe (reSp- [T(La Tb] =ifacTe pro T, = Z.Xa)v (55)

kde ¢isla fupe se nazyvaji strukturnimi konstantami dané algebry. (Opét aplikujeme Ein-
steinovu sumacni konvenci.) Pravé komutacni relace (5.5) jsou charakteristickym rysem Lieovy
algebry (a potazmo grupy — diky exponencidlnimu zobrazeni), tim, co od sebe odlisuje algebry
stejné dimenze jako naptiklad prostorové translace a rotace. Translace spolu komutuji, jejich
strukturni konstanty jsou tedy identicky rovny nule, zatimco rotace maji fijr = eijx (viz Cvi-
Ceni 21). (Zde jsme pouzili indexy 4,... namisto a,..., protoZe pfirozené ¢&isluji souradné osy
rotaci.)

5.1 Unitarni grupy

V kvantové teorii pole se ¢asto setkdvame s unitarnimi transformacemi, které ptisobi na vnitinim
prostoru vicekomponentniho pole. Mnozina komplexnich unitarnich matic N x N s determinan-
tem rovnym 1 se nazyva specialni unitarni grupou SU(N). Ze se jedna o grupu plyne z toho,
ze pokud definujici vazby

HUtU =1,
2) detU =1 (5.6)
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plati pro dvé matice U; a Us, plati i pro jejich maticovy soucin U;Us. Pouzijeme-li standardni
fyzikalni konvenci pro infinitesimalni transformace, I + eX =1 — ieT, dostavame na generatory
T podminky

) (I—ieT) ([ —ieT) mI+ig(TT=T) 21 = Ti=T,
2) det(I—ieT)~1—ieTrT=1 =  TrT=0. (5.7)

Generdtory T Lieovy grupy SU(N) jsou tedy hermitovské matice s nulovou stopou a jeji Lieova
algebra, kterou oznac¢ujeme jako su(N), ma dimenzi N? — 1.

Pokud nenalozime podminku det U = 1, obdrzime misto specialni unitarni grupy pouze uni-
tarni grupu U(N). P¥slugnd algebra u(N) m4 dimenzi N2, obsahuje totiz oproti su(N) matici
—i1 (jejiz stopa je nenulovd). Vsimnéte si, Ze transformace generované matici I jsou pouhymi
néasobky jednotky, e "M = ¢ [, a maji tedy za néasledek fazovy posun.

Uvedme si nyni nékteré konkrétni priklady (specidlnich) unitdrnich grup a algeber. Za¢néme
Lieovou grupou a algebrou

Ul ={e | Xxe0,2m)} a u(l) = spang{—i}. (5.8)

(SU(1) = {1} a su(1) = {0} — to by bylo az prili§ trividlni.) Grupa U(1) je tedy jednotkovou
kruznici v komplexni roviné.
Dalsi na fadé je grupa SU(2) (viz Cviceni 22) a jeji algebra

su(2) = spang { - ;@—; (g _OZ>—; ((1) _01> 3 (5.9)

ol o2 o3

Matice o se nazyvaji Pauliho matice a ve fyzice se poprvé objevily v roce 1927 v souvislosti
s popisem spinu nerelativistické kvantové ¢astice. (V matematice vSak byla ekvivalentni struk-
tura znama jiz déle a to pod pojmem kvaterniony.) Generatory —%ai spliuji stejné komutacéni
relace jako generdtory rotacni algebry so(3), matice M; (viz Cviceni 21). Lieovy algebry su(2)
a 50(3) tedy od sebe na tirovni komutacnich relaci nerozezndme a fikdme, 7e se jednd o dvé
rizné reprezentace téze abstraktni Lieovy algebra, standardné oznacované jako su(2). Prvni je
reprezentace na komplexnim vektorovém prostoru C? pomoci komplexnich matic 2 x 2, druh4 na
realném vektorovém prostoru R? pomoci redlnych matic 3 x 3.

Nakonec jesté zminime grupu SU(3), kterd je zdkladem teorie silnych interakei. Jeji algebra
s5u(3) obsahuje 8 nezdvislych hermitovskych bezestopych komplexnich matic 3 x 3 (standardné
volenych jako tzv. Gell-Mannovy matice).

Obecné, grupu G, v niz vSechny prvky mezi sebou komutuji, g192 = ¢g291, nazyvame grupou
abelovskou (po norském matematikovi Abelovi). Jinak hovofime o grupdch neabelovskych.
Prikladem abelovské grupy je U (1), zatimco SU(2) a SU(3) jsou grupy neabelovské. Rovnéz ne-
abelovskou je grupa SO(3) (tvofend rotacemi (2.6)) a grupa Lorentzovych transformaci (2.12).
Omezime-li se v dané Lieové grupé na jednoparametrickou podmnozinu {e**} generovanou li-
bovolnym generatorem X, obdrzime abelovskou podgrupu. Mame-li vice generatori, které spolu
komutuji, pak jejich exponenciaci dostaneme vicedimenzionélni abelovskou podgrupu (pfipadné i
celou grupu, jsou-li strukturni konstanty dané algebry identicky rovny nule). Napiiklad podmno-
Zina rotaci a boostu urcenych stejnou osou je dvouparametricka abelovska podgrupa Lorentzovy

grupy.
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5.2 Reprezentace Lieovych algeber
Mé&jme dva vektorové prostory (nad stejnym télesem)

Vi = span{ey,...,en, } a Vo =span{fi,..., fu, }- (5.10)
Existuji dva zakladni zptisoby, jak jejich kombinaci vytvorit novy vektorovy prostor:

1) direktni soucet : V4 @ Vo = span{e1,...,en, f1,-- -5 fna )

el®f1a el®fn27

2) tenzorovy soudin : V; ® V5 = span (5.11)

€n1®fl7 e en1®fn2

Direktni soucet je tedy vektorovym prostorem dimenze ni + ns, zatimco tenzorovy soucin je
vektorovym prostorem dimenze niny. Libovolny vektor ve Vi @ Vo miizeme psét jako v;e; +w; f;,
libovolny vektor ve V; @ V5 jako v;je; ® f;. (Pozor, kartézsky soucin R™ x R"2 = R™*"2 je ve
skuteénosti direktnim souctem vektorovych prostori R™ a R™2.)

Zajimame-li se o (nekonecnérozmérné) vektorové prostory funkei definovanych na oblastech
Qq, resp. 2o, pak jejich direktni soucin je tvoren funkcemi definovanymi na sjednoceni 7 U €,
kdezto tenzorovy soucin obsahuje funkce dvou proménnych (z1,z3) € 1 X Qa.

Jak jsme vidéli na piikladu algeber su(2) a s0(3), stejné komutaéni relace mohou byt splnény
(reprezentoviny) ruznymi mnozinami matic, které obecné ptsobi na ruznych vektorovych prosto-
rech riuzné dimenze (tzv. dimenze reprezentace). Méjme dvé mnoziny generdtoru {X((ll)} a {X((ZQ)}
pusobici na vektorovych prostorech Vi, resp. Va, obé spliujici stejné komutaéni relace (5.5). Na
direktnim souctu Vi @ V5 puisobi tyto generdtory transformacemi

eEXt(zl)vl U1 EXgl)vl U1 Xgl) O) U1
(eaxr(f)vg ~ vy + Ex((f)”t}g = (o, +e 0 Xl(f) vy ) (5.12)

zatimco na tenzorovém soucinu Vi ® Vo méame transformace

—~

Vo) @ vy +v1 ® (eXPvy)
D @1® +10 @ X2) (v @ vs). (5.13)

(esxfj)vl) ® (eex(f)vg) ~v; @ vy + (eX

= ®vg+€(X

S

—

]

V pripadé direktniho souctu reprezentaci maji tedy vysledné generatory tvar blokové diago-
nélnich matic, zatimco v pripadé tenzorového souéinu reprezentaci jsou vysledné generatory
sumou tenzorovych soucinti obsahujicich jeden generator a jinak jednotkové matice. Neni tézké
ovéTit, ze v obou pripadech budou vysledné generdtory opét spliiovat komutacéni relace (5.5) a
ziskavame tedy nové reprezentace puvodni Lieovy algebry.

Reprezentaci nazyvame reducibilng, pokud existuje linearni podprostor reprezentacniho pro-
storu V' (jiny nez {0} nebo celé V), ktery je vSemi generdtory X, zobrazen sdm do sebe. V
takovém pripadé mutzeme matice reprezentace na tento podprostor zuzit, tedy redukovat. V
opac¢ném pripadé, tedy pokud takovy netrividlni podprostor neexistuje, hovorime o reprezentaci
ireducibilnd.

Jako piiklad uvazujme algebru su(2) s generatory T; = %Ui, jejiz reprezentacnim prostorem je
vektorovy prostor C2 a ,spin” této zakladn{ reprezentace je j = 1/2 (viz diskuze u rovnice (3.9)).
Tenzorovy souc¢in C? sama se sebou mé nasledujici podobu:

C*=span{(§),(9)} - C®C =Span{(6)®(6)»(5)®(?),(?)®(6)7(?)®(‘f(
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Ve Cviceni 24 budeme zkoumat reprezentaci algebry su(2) na tomto tenzorovém soucinu a uké-
Zeme, 7e ji lze rozlozit na direktni soucet dvou ruznych reprezentaci su(2) — se spinem j =0 a
j = 1. Symbolicky potom piseme % ® % =0s1.

Na zavér se jesté na chvili zastavme u prostorovych rotaci SO(3). Jejich akce na bodech
prostoru, ' = Rz, indukuje reprezentaci na funkcich

v =Ry v =d@), o (RY)(@) = $(R ). (5.15)
Pro infinitesimalni transformace I + ¢M; dostdvame vztah
b(@) + (M) (@) = (x — eMyz) = (@) — e(Miz) I (), (5.16)
z néhoz muzeme za pouziti maticovych elementu (2.5) vyjadrit operdtory
M; = —(My)* 290, = —ej577 0. (5.17)
Ty splituji stejné komutaéni relace jako generatory My, tedy [M;, M;] = e, My, (viz rovnice (5.19)),

a po vynasobeni ih predstavuji kvantové-mechanické operatory momentu hybnosti L;. VSimnéme
si rovnéz, ze reprezentace rotaci na funkcich je unitarni, nebot

1R = / @ [p(R ™ )|? = / & () 2 = [l 2, (5.18)

kde jsme vyuzili toho faktu, ze detR = 1.
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5.3 Cviceni

Cvicéeni 21. Komutacni relace.
Ovérte komutacéni relace

1. rotacnich generatoru

[Mi, M]] = Eijk:MkH kde (Ml)]k = —Eijk; (519)

2. Pauliho matic
P 0 1 0 —i 1 0
7 Il — 95~ . k 1 _ 2 3 _
[0%,07] = 2ig;j0", kde o = (1 0) , 00 = (z 0 ) , 0° = (0 1) . (5.20)

Reseni:

1. Rozepiseme komutator po slozkach
My, M;]% = €iak€jkb — €jak€ikb = Oivdaj — 0jpdai = €ijk€bak = €ijk(Mr)%, (5.21)

kde prvni rovnost vznikla rozepsanim maticového soucinu a druha pouzitim identity pro
soucin dvou epsilon pfi sc¢itani pres jeden index.

2. Ve Cviceni 13 jsme obdrzené vysledky shrnuli vztahem (3.19). Pfi jeho pouziti dostdvame
rovnou o o o
[c*,07) =0c'c! —alo" = ieijkak — iejikak = 2i6i]‘k0'k. (5.22)

Cviceni 22. Lieova grupa SU(2).
Naleznéte obecny tvar matic U € SU(2).

Resent:

Oznacime-li komplexné sdruzené cislo k ¢islu x jako x*, mame

i [a* 1 d -b
vo(E ), et (4, o

kde inverze se nejsnaze spocita pres adjungovanou matici. Z pozadavku rovnosti matic a jednot-
kového determinantu dostaneme vztahy

d=a* c=—b*, |a*+b* =1. (5.24)

(JelikoZ a, b jsou komplexni &isla, posledni podminka zadava sféru S2; zkoumand grupa je ji
difeomorfni.)

Cvicéeni 23. Dudlni a adjungovand reprezentace Lieovy algebry.
Uvazujte Lieovu algebru s komutacnimi relacemi [X,,Xp] = fapeXe. UkaZte, ze ndsledujici
matice splnuji stejné komutacni relace:

1. —XT' (tzv. dudini reprezentace),

2. (Fa)be = —fabe (tzv. adjungovand reprezentace).
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Resend:

1. Ozna¢me Y, = —X7I'. Pak mame
[Ya, Yo = (XoXa = XaXp)" = =(Xas Xo])" = = (fabeXe)" = faneYer  (5.25)
kde v prvni rovnosti byla pouzita identita (AB)? = BTAT.

2. Upravme nejprve komutdtor po slozkach:

[Fm Fb]cd = (Fa)CE(Fb)ed - (Fb)ce(Fa)ed = face.fbed - fbcefaed- (526)
Nyni vyuzijeme dvé identity, které plati o strukturnich konstantéch: jejich antisymetrii
v prvnich dvou indexech, ktera plyne ze zavedeni pres komutatory, tj. fove = —fpac @

”Jacobiho identitu”, ktera plyne z platnosti Jacobiho identity pro generdtory/operdtory a
zminéné antisymetrie:

0= [qu [beXc]] + [Xb7 [XcaXa]] + [Xm [XaaXb]] = (fbcefade + fcadfbde + fabdfcde)Xea
(5.27)
zde ve formé fyeqfeae + feedfave + foce faed = 0. Pokracujeme tedy s (5.26):

= facefbed + fbedfcae + fcedfabe = fcedfabe = _fecdfabe = fabe(Fe)cd> (528)

coz je dokazovany vztah.

Cviceni 24. Skldddni reprezentaci algebry su(2).
Uvazujte reprezentaci Lieovy algebry su(2) na prostoru C? ® C? danou maticemi
1

TP=T,1+1®T;, kde Tiziai. (5.29)

Uréete, jak piisobi operdtory TS a TP TY na vektorech standardni baze (5.14), a naleznéte vlastni
podprostory operatoru T?TZ@‘

Reseni:
Nejprve si uvédomime, ze

_;(é) a Tg((l)):

—% (2) , (5.30)

7 ¢ehoz dostavame

= (e @+ 0
= (o) (o) (5.31)
a obdobné
T e (=1 (e -2 (Hed)=0
e @l=—5De @+ (Ded)=0
e @l=—3 e - 5o =-()e®). (532)
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Déle si uvédomime, ze
1 .. 3
T, T, = Zo’ol = -1, (5.33)

a zkoumame pusobeni operatoru
1.
TETY = (TRIHIRT) (T, RI+IRT;) = [T, T QI+IQ [T, T;]+2T;®T; = g]l®]l+§al®al. (5.34)

Pfipometime tvar Pauliho matic (5.9) a poéitejme

(@@d)(He@) =DM+ +(He (@) =) 2),
(o) (o) =@+ (F)+Ee(X)=2Da@) ) e @),
(o) (D@ =@M+ (T)eM+()e@=20e)-(DH @),
@)@ =@ @+ (e () +(A)e (X)) =D (5.35)
Oznac¢ime-li normalizované vektory
Mm=Med) . mEm=—(HeMEDOe®) . MW=®e ), 630
nachézime
TETE M) =2[11) , T =+1I11),
TETE M+ =2[10+41) . T§ M+ =0,
TETE Wy =21 , TP =-114) (5.37)
TETP M=) =0 , TF[M-in) =0 (5.38)
Navic plati
TEM =D =0 , T§[H—I1) =0, (5.39)

jak muzeme snadno ovérit.
Poznamky:

Podprostor span{|t1), |14+ 1), |4} } vektorového prostoru C?®@C? ma dimenzi 3 a nese (tzv.
tripletni) reprezentaci se spinem j = 1, nebot operator T;@Tl@ na ném m4 vlastni éislo 2 = 1(1+1).
Podprostor span{|t]— 1)} ma dimenzi 1 a nese trividlni (tzv. singletn?) reprezentaci j = 0, jejiz

vSechny generatory jsou rovny Q. Z toho vyplyva, Ze vektor |1] —|1) je invariantni vidi libovolné
SU(2) rotaci exp(—if'TY).



Kapitola 6

Yang-Millsovy kalibracni teorie

V kapitole 4 jsme narazili na problém, jak do lagrangianu zahrnout interakci mezi elektromag-
netickym polem A, a hmotovym Diracovym polem . (Nadédle budeme pro ¢tyfkomponentni
Diracovo pole pouzivat obvykly symbol malého 1 a velké ¥ si nechame pro ptipad, kdy sdruzime
nékolik riiznych Diracovych spinorii v dohromady.) Reseni bylo takové, 7e jsme ,povysili” oby-
¢ejnou parcialni derivaci 9,, v Diracové ¢asti lagrangianu na kovariantni derivaci D, = 0, +iqA,,
¢imz se mezi poli A, a v vytvofila minimdini vazba. V této kapitole si tento postup vysvétlime
(a zobecnime) na zdkladé analyzy tzv. kalibracnich symetrii fyzikalni teorie.

6.1 Abelovska teorie — elektromagnetismus

Pro zacatek uvazujme pouze volné Diracovo pole 1. Jeho lagrangian

L = D(iv"8, — m)y (6.1)

je, jak vime ze Cvideni 19, invariantni viiéi vnitini transformaci ¢/(z) = e~ (z) (a ta je tedy
symetrii tohoto lagrangidnu). Jelikoz A je ve vSech bodech prostorocasu stejné fixni konstanta,
mluvime o globdlni (nebo téz ,rigidni”) transformaci. Tentyz lagrangian ovSem neni invariantni
vuci obdobné transformaci v niz A(x) je obecnd funkce, tzv. kalibraéni transformaci (angl.
»gauge transformation”)

Y () = e"@ap(z)  kterd vede na  Lp = .Lp + 1y b . (6.2)

Clen, ktery je pfi transformaci lagrangianu ,navic”, je timérny Diracovu proudu. Vznika parcialni
derivaci funkce e~ (®) kterd je v piipadé globalnich transformaci konstantou a tudiZ nehraje
roli.

Princip lokalni kalibrac¢ni invariance postuluje, ze pokud je fyzikalni teorie invariantni
vuci néjaké globalni vnitini transformaci, ma byt invariantni i viaci odpovidajici lokédlni kalibracni
verzi, tj. s parametrem transformace A(z) zévislym libovolnym zpisobem na bodé x. To je mozné
zafidit tak, ze zavedeme nové pole A, (z) s vhodnymi transformaénimi vlastnostmi a modifiku-
jeme s jeho pomoci operator derivace tak, aby byl vysledny lagrangian kalibra¢né invariantni.
Tato logika nas vede k definici kovariantni derivace

D, =y +iqA,, pro niz mé platit: D),y = e ") D,1). (6.3)

45
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Tato podminka vede na nasledujici transformacni vztah pro pole A,:

) . ) 1
(0 +iqA)) (e Y) = e (9, + iqA), — 10\ = e (9 +iqA )y — Al =A,+ gaﬂx.

(6.4)
Nové pole se tedy transformuje jako elektromagneticky Gtyfpotencidl, kde funkce A(z) uréuje
kalibra¢ni transformaci dobfe zndmou z klasického elektromagnetismu. (Funkce A(z) je bezroz-
mérné veli¢ina, nebot vystupuje v exponencidle e=*(®) a diky pfedfaktoru 1 /q mé clen %BH)\
stejny fyzikalni rozmér jako A,.)

Lagrangian
Y(i" Dy —m) = (in" 0 — m)y — Py A, = Lp + 2 (6.5)
je tedy invariantni viici kalibracni transformaci, kterd méni najednou (¢, A4,,) na (¢', A},), nebot
V(19" D), = m)y) = eNDem D iy Dy, —m)yp = (i Dyy — m)y. (6.6)

Na zakladé pozadavku invariance teorie viéi lokalnim kalibracnim transformacim (6.2) jsme
obdrzeli (kalibra¢ni) pole A,, které ma vlastnosti elektromagnetického ¢tyfpotencidlu. Zatim
vSak nemame jeho dynamiku — lagrangian (6.5) popisuje pouze dynamiku Diracova pole ve
fixnim vnéjsim poli 4,,.

Z klasické teorie elektromagnetismu vime, Ze piestoze A, neni kalibracné invariantni, intenzita
elektrického pole, tedy Faradaytv tenzor £, = 0,4, — 0, A, invariantni je: F;/w = F. 7 ndj
vytvoteny skaldr (s konvenénim predfaktorem)

1
DS/ﬂEM = _ZF;J,VFNV (67)

je pak invariantni nejen kalibra¢né, ale i lorentzovsky, a je tedy vhodnym ptispévkem do lagrangi-
anu relativistické polni teorie respektujici princip lokalni kalibra¢ni invariance. Tim je lagrangian
kvantové elektrodynamiky (4.2),

L =%+ Lo+ Y. (6.8)

Clen Zgar, ktery se nazjvéa ,kineticky ¢len” elektromagnetického pole, délé z fixntho étyipo-
tencidlu A, dynamické pole, nebot z jeho variace plynou netrividlni evolucni rovnice pro A,
(Maxwellovy rovnice).

Secteno a podtrzeno, z vychoziho bodu, jimz byl Diractiv lagrangidn (6.1) jsme se na zakladé
poZzadavku lokdlni kalibra¢ni invariance propracovali az k Maxwell-Diracovu lagrangidnu (6.8),
ktery obsahuje dynamické kalibra¢ni pole A,, zprostiedkujici elektromagnetickou interakci
mezi diracovskymi Casticemi. Samoziejmé, celou dobu jsme vlastné védéli, co ma vyjit, takze
tato procedura se nezdd byt z hlediska samotného elektromagnetismu nijak zasadni. Zasadni je
ovsem fakt, Zze pouzité argumenty je mozné zobecnit a ziskat tak nova zprostiedkujici pole pro
slabou a silnou interakei — intermedialni bosony W= a Z° a gluony. P¥i tomto zobectiovani hraje
klicovou roli aparat Lieovych grup a algeber kapitoly 5.

6.2 Obecné neabelovské kalibrac¢ni teorie

Globaln{ transformace ¢/ (z) = e~ () je akci abelovské Lieovy grupy U(1) = {e~*} na vniti-
nim prostoru pole. Neabelovské kalibrac¢ni teorie, které v roce 1954 vymysleli Yang a Mills, jsou
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zalozeny na obecné (kompaktni) Lieové grupé G. Pro urcitost (a v souladu s pozdéjsimi aplika-
cemi ve standardnim modelu) pfedpoklddejme, Ze méme pole ¥, které je sjednocenim (direktnim
sou¢tem) nékolika diracovskych poli ¢!, ..., 9" které odpovidaji riiznym typtim ¢astic. (Diractv
spinor Y7 je tedy sdém o sobé étyfkomponentni objekt s komplexnimi komponentami (%)% _;.)

Obecné kalibra¢ni transformace jsou uréeny maticovymi funkcemi U(z) = exp(—iA%(x)T,) s
hodnotami v Lieové algebie G ¢ CNVV jako

e Un ... UwN Pl(x)
V() =U(@)¥(z), tj. = : . (6.9)
'(/)N/ Unvi ... Unn wN(.Qf)

Predpokladejme, ze lagrangian dané teorie je invariantni vici globédlni verzi téchto transformaci,
kdy U € G jsou matice konstantni, a pokusme se povysit globalni invarianci na invarianci lokalni.
Tak jako v abelovském piipadé, rovnice (6.3), staci zavést kovariantni derivaci

D, =10, + igA, (6.10)
a pozadovat, aby platilo

D/, ¥ = U(z)D,¥,
6. (9 +igA,)(UD) = U(8, +igA,)W. (6.11)

-

Upravou této podminky dostavame transformacni vztah pro maticové funkce A,
_ { _
A, =UA U + g(aHU)u L (6.12)

Vazbova konstanta g urcuje (podobné jako elektricky ndboj ¢) sflu interakce mezi hmotovym
polem ¥ a nové zavedenym kalibra¢nim polem A,,.

Pro kazdou hodnotu indexu p a kazdy prostorocasovy bod z predpokladame, ze iA,(z)
lezi v Lieové algebie Lieovy grupy G. To je minimdlni a zaroven dostatecny pozadavek, ktery
zaruci, ze po libovolné lokéln{ kalibracni transformaci U(z) nabyva Aj, dané rovnici (6.12) hodnot
ve stejném prostoru jako pivodni A,. Plati totiz, Ze pro libovolny prostoroc¢asovy smér h* a
parametr ¢ < 1 je vyraz U(x + eh)U~1(x) infinitesiméln{ transformaci tvaru I — ieT(z;h), pro
jejiz generator dostavame

T(z;h) ~ é(U(:v—&—ah)U(:c)_l —1) ~i(9,U)U~". (6.13)

Navic plati, ze pokud I — ieT je infinitesimalni transformaci s néjakym generdtorem T, je infini-
tesimaln{ transformaci rovnéz U(I —icT)U~! a tedy vyraz UTU~! je rovnéz generatorem. Z toho
plyne, ze pii kalibracni transformaci (6.12) vektorovy potencidl A,, (pfesnéji jeho i-nasobek iA,,)
neopusti Lieovu algebru.

Yang-Millsovo pole A, je neabelovskym (maticovym) zobecnénim elektromagnetického
potencidlu A,. Mizeme jej psat jako linearni kombinaci bazickych generatort Lieovy algebry s
nekonstantnimi koeficienty, A, (z) = Af(z)T,. Pole A, ma tedy tolik nezévislych komponent Af,
kolik je dimenze Lieovy algebry, resp. Lieovy grupy G. Napriklad v pripadé symetrie SU(3) nés
tedy princip lokdlni kalibra¢ni invariance vede k zavedeni 32 — 1 = 8 individualnich kalibraénich
poli (gluonit).
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Abychom zadefinovali polni intenzitu odpovidajici potencialu A,, pfipomeneme vztah pro
elektromagneticky Faradaytv tenzor ze Cviceni 18: iqF),, = [D,, D,]. Obdobné i v neabelovském
pripadé definujeme

Fu = —[Du, Dy =0,A, —0,A, +ig[Au, ALl (6.14)

1
ig
Vsimnéme si, ze v poslednim ¢lenu vystupuje komutétor matic A, a A, ktery je charakteristickym
rysem neabelovského zobecnéni kalibrac¢nich teorii. Obecné F,, neni na rozdil od Faradayova
tenzoru F),, striktné invariantni vaci kalibraénim transformacim (6.12), ale transformuje se
kovariantné jako

F,, = UF,U"! (6.15)

(viz Cviceni 25). To ndm umoziuje definovat lorentzovky i kalibra¢né invariantni lagrangidn
Yang-Millsova pole A,, predpisem

1
gy]\/[ = —1 TI‘(FMVF/LV), (616)

obdobné jako v pripade elektromagnetického pole (rovnice (6.7)). Pritomnost stopy déld z mati-
cového vyrazu skalar a zaroven zajistuje kalibracni invarianci Yang-Millsova lagrangidnu. Z %y ps
plynouci Euler-Lagrangeovy pohybové rovnice (viz Cviceni 26)

O F™ +ig[A,, F*] =0 (6.17)

se nazyvaji Yang-Millsovymi rovnicemi. Jedna se o nelinedrni diferencidlni rovnice pro pole
A,., které jsou na rozdil od linearnich Maxwellovych rovnic mnohem obtiznéji Tesitelné (neplati
pro né princip superpozice). Nelinearita mé ptivod v poslednim ¢lenu rovnice (6.14), diky némuz
lagangian (6.16) obsahuje kubické a kvartické monomy v polich A, a jejich derivacich, tedy
interakéni ¢leny popisujici samointerakci neabelovského Yang-Millsova pole.

Na zavér jesté poznamenejme, ze v rdmci diferencidlni geometrie je potencidl A, interpretovan
jako konexe (na principdlnim bundlu se strukturni grupou G) a intenzita F,, jako odpovidajici
kfivost.
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6.3 Cviceni

Cviceni 25. Kovariance polni intenzity.
Jak se transformuje neabelovska polni intenzita F,, pfi kalibracnich transformacich?

Resent:
Vyuzijeme operatorovy vztah [v podstaté podminka (6.11)]
D, =UD,U™" (6.18)

a (6.14). Mizeme tedy upravovat

F,=I[D,,D;] = —(UD,D,U"" —UD,D,U"") = UF,U"". (6.19)

1

ig

Cviceni 26. Yang-Millsovy pohybové rovnice.
Odvodte Euler-Lagrangeovy rovnice plynouci z akce

1
Hym = =7 Tr(FuF), kde Fp, [Du,Dy] = 0,A, — O,A, + ig[AL, ALl (6.20)

_ 1
=
Resend:

Pro kompaktni grupy (jiné zde neuvazujeme) plati Ze stopu soucinu generdtortu algebry lze
"normalizovat”k § (konkrétni konstanta uz je véci konvence, nasemu zapisu akce odpovidéd 1/2),
tedy zde Tr(T,Tp) = dap/2. To umoziuje (6.16) prepsat jako

1
Lyn = FiL, P (6.21)

Euler-Lagrangeovy rovnice (3.5) budeme vyjadiovat vzhledem k AY) potiebujeme tedy akci pre-
psat pomoci téchto velidin:
1 ) .
Ly = —zg“ag”ﬁ((‘)MAﬁ — 0, A}, + zgfabcAZAf,)(aaAg — 0gAL + zgfabcAgAg). (6.22)
Nésledujici vypocet je uz primocary, i kdyz pomérné dlouhy. Vyuzivime
0AS 0(0,AS)

_ s€sa Y\YwIN) _ sksE sa
o1t =80 Gaial - i (6.23)

Po vyuziti téchto vztaht, aplikaci §, vyuziti antisymetrie F),, a vhodném preznaceni scitacich
indext (ve shodnych ¢lenech na shodné) dostaneme

8"‘2 _ _iﬁFﬁubAc

947 = % o (foqe = focq) = igF A7 fope, (6.24)
3

kde v posledni rovnosti jsme vyuzili totdlni antisymetrie strukturnich konstant (ta opét plati,
pokud jsou generatory "normalizované”). Jednoduseji (analogicky EM piipadu) dostavame

0L o eq
BT e (6.25)

Celkem dostédvame rovnice (3.5) tvaru

0= O\F1 4 igF AC frp. = (OnFae + ig[Ax, F¥))? = Dy\F? = 0. (6.26)
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Cviceni 27. Bianchiho identita.
Pomoci Jacobiho identity pro operatory kovariantni derivace D, ukaZzte, ze

D,F,,+D,F. +D,F,, =0, kde D,F,,=0.F.,+ig[A.,F.,], (6.27)
a specializujte na pripad elektromagnetického pole.
Reseni:
Zacneme Jacobiho identitou pro kovariantni derivace, kterou prepiseme pomoci (6.14):
0= [Dy; [Du Dpl|+[Dps [Dpys D]+ [Du, Dy, Dyl = i9([Dyss Fopl+[Dpps Fp|+[Dy, Fppi])- (6.28)

Dale si uvédomime, jak pusobi jednotlivé komutatory, napf. (pro ndzornost zkoumejme ptisobeni
na testovaci funkci )

[Dy, Fupl = Dy(Fop0) — FpDptp = (D Fyp). (6.29)

Vyuzitim analogickych vztahti pro vSechny tfi komutdtory v (6.28) dostdvame pozadovanou
identitu.

Specialné pro elektromagnetické pole se kovariantni derivace méni v parcialni, dostavame tak
jednu z Maxwellovych rovnic (vlastné dF' = 0), jejiz splnéni je zaruceno existenci ¢tyrpotencidlu.

Cviceni 28. Reseni Yang-Millsovijch rovnic. Ukazte, Ze nasledujici potencidly jsou FeSenim
Yang-Millsovych rovnic

OuF" +ig[A,, F*] = 0. (6.30)

1. Rovinné viny 4
A.(z) = Tnye ™" (6.31)
kde T je konstantni matice a n,, k, konstantni ¢tyfvektory (pro néj naleznéte dodatecné

podminky);
2. Wu-Yangiv monopdl pro Lieovu grupu SU(2)

1 xd

AO =0 5 AZ (:B) = gé‘aijﬁ. (632)

Resent:

1. Nejprve ur¢ime F),,: jelikoz vSechny slozky potencidlu komutuji, posledni ¢len (6.14) je
automaticky nulovy a mame

F. = 0,A, —0,A, = Ti(n,k, —n,k,)e " (6.33)
Posledn{ ¢len polnich rovnic (6.17) také musi byt automaticky nulovy (kovariantni derivace
tedy prechdz{ na parcidlni) a podminka jejich splnéni je

0=0,F" = Te " (k,n"k" — k'k,n") Y. (6.34)
Ma-li byt feSeni netrividlni, musi byt nulova zavorka a zéroven n, # k,. Minimalni pod-

minka na feSeni tedy je
E=n-k=0 (6.35)

(jinymi slovy k je svétlupodobny ¢tyivektor kolmy na n).

Poznamenejme, Ze superpozice dvou feSeni s ruznymi T, T obecné Fesenim nenf - duvodem
b b
jsou objevivsi se netrivialni komutéatory.
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2. Kviili nezévislosti slozek potencialu na x° a nulovosti jeho nulté slozky plati Fo; = —Fjo = 0,
zkouméme tedy jen prostorové slozky. RozepiSeme rovnici (6.14) po slozkich v algebfe a
najdeme

a a a b gc 1 xa‘rk
Ffi = 0A7 — 0;A5 + geapc A A§ = gﬁijk?’ (6.36)

kde v prvni rovnosti jsme vyuzili strukturni konstanty su(2): fope = €ape-
Nyni ovéfime, Ze vysledek spliiuje rovnice (6.17). Opét vyjadiime a vypocitdme nejprve
jednotlivé slozky v algebfe:

1 xk 1 x

— gﬁajk? = 0, (637)

k
(DiFij)a = azF;; + geabcA’-’F.c =

: —€aik—r
17 1] aj 4
g T

kde druhd rovnost skryva delsi, ale pfimocary vypocet (prace s e a §). Jelikoz jednotlivé
slozky (6.17) v algebfe vychézeji nulové, jsou polni rovnice splnény.



Kapitola 7

Elektroslabé sjednoceni

Kvantovéd elektrodynamika (viz kapitola 4) se muze opiit o tvar elektromagnetické interakce
znamy z klasické fyziky. V piipadé slabych (a rovnéz silnych) interakei, které maji kratky dosah
a nepusobi tedy v makroskopickém méritku, ovSem zadny klasicky navod neexistuje. Jedinym
zdrojem informace o povaze téchto interakci jsou proto reakce subatomovych ¢astic, tedy rozpty-
lové a rozpadové experimenty.

Prvni teorie slabé interakce, kterou formuloval Fermi v roce 1934, vyuzivala lagrangian

Lrermi = Z &f(i’}/'u@u - m)'(/Jf - GF(QLp’Y#'(/)n)('&EVMﬁV) +h.c, (7'1)

f=pn,ev

kde GF je Fermiho konstanta, a zkratka ,h.c.” znamend hermitovské sdruzeni predchoziho ¢lenu.
Ten je schopny popsat proces S-rozpadu n — p 4+ e + U, jako pfimou interakci mezi Ctyrmi
ziCastnénymi ¢asticemi (neutron, proton, elektron a antineutrino). Cetnost tohoto procesu (tedy
rozpadovd $ifka neutronu) zavis{ na Fermiho konstanté a tu je tak mozno experimentalné urcit.
Dalsim p¥ikladem slabého procesu je reakce p +p — p +n + e* + v, (s naslednym vznikem
deuteronu pn), jez je zdkladem Tetézce termojadernych reakei produkujicich energii ve Slunci.
(Z toho dtvodu je také Slunce vydatnym zdrojem neutrin — kazdou sekundu jich ¢tvereénim
metrem zemského povrchu proleti desitky miliard.)

Uz od konce 30tych let se zacalo uvazovat o tom, ze slaba interakce je zptisobena vyménou
(kvali kratkému dosahu velmi hmotné) zprostredkujici ¢astice, podobné jako elektromagnetickd
a silnd jaderna interakce, které byly, jak zndmo, zprostfedkovany fotonem, resp. m-mezonem. Mo-
derni teorie slabych interakci, jez vznikla béhem 60tych let 20. stoleti, obsahuje zprostredkujicich
¢astic hned nékolik — tzv. intermedidlni vektorové bosony W= a Z°. Jejim matematickym
zédkladem je Yang-Millsova neabelovskd kalibra¢ni teorie s grupou SU(2) x U(1), kterd spojuje
slabé interakce s elektromagnetickymi — tzv. standardni model elektroslabych interakci
fyzikd Weinberga, Salama a Glashowa. Tento model si nyni ptiblizime.

7.1 Parita a jeji naruseni ve slabych interakcich

Nejprve je vSak tfeba vzit v potaz fenomén nezachovani parity (zrcadlové symetrie) ve slabych
interakcich, ktery byl teoretizovan fyziky Yangem a Lee v roce 1956 a kratce nato experimentalné
ovéren. Ukazalo se, ze v S-rozpadu vznikd vice levotocivych nez pravotocivych elektroni a pri
vyssich energiich jsou elektrony prakticky vzdy levotoé¢ivé (naruseni parity je maximdlni).
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Tocivost Castice popsané Diracovym polem je detekovana tzv. operdtorem chirality, tj. pozo-
rovatelnou

5 _H@_-0123
7—(@ )= (7.2)

ktera ma dvé vlastni hodnoty: +1 pro pravotocivou ¢ast a —1 pro levotocivou ¢ast pole. Libo-
volnou funkei 9 (z) € C* miiZeme rozlozit do superpozice 1 = 11, + Vg, kde

1 I O 1 0O 0
w=ga-w=(g 0)¥ « wn=zurw=(3 P)u @
a tedy ¢ = —Yr a YYr = +r. V dalsim budeme pracovat oddélené s pravotodivymi a

levotocivymi ¢astmi Diracovych poli — teorie bude tzv. chirdIni.

Z hlediska kalibracnich teorii je zasadni ¢ast Diracova lagrangianu obsahujici parcidlni de-
rivace, které jsou povyseny na derivace kovariantni a tim se do teorie dostavaji zprostredkujici
pole (Yang-Millsovy potencidly A,). Ve Cviceni 29 si ukdzeme, Ze tato ¢ast se rozpada na soucet
pravotocivého a levotocivého ¢lenu,

ggn:()) _ ,J]Z,yuau w _ '@Z_JL Z',y/l«a# '¢L + 'JJR i'y“a# 1/)R- (74)

Pro urcitost se nyni budeme zabyvat elektroslabou interakci leptonti elektronového typu, tedy
elektronem e a elektronovym neutrinem v,.. Existuji vsak dalsi dvé generace leptont (mion p se
svym neutrinem v, a tauon 7 se svym neutrinem v;) a elektroslabé interakce piisobi i mezi
kvarky. Kazda ze zminénych ¢astic (véetné své antiCdstice) je popsdna odpovidajicim Diracovym
polem. Pro pfehlednost budeme pouzivat zkraceny zdpis e, = .1, €r = Ve R, atd., béZny v
¢asticové fyzice, a symbolem v budeme rozumét elektronové neutrino v,.

7.2 Kalibracéni teorie SU(2) x U(1)

V elektroslabé teorii tvori levotocivé ¢asti leptont dublet a pravotocivé ¢asti dva singlety,

<”L) . en. VR (7.5)

€r

nebot pro né plati riznd transformacni pravidla. P¥i U(1) kalibra¢ni transformaci postulujeme

/
v i v, iy ® iy @
L) =Mz , = MNr ep | Vp=eTMr pp, (7.6)
€r, €r,

—iA®) jejichZ generatory jsou prozatim

Jedné se vlastné o tfi rizné reprezentace transformace e
neurcené konstanty Y7, Y}ge) a Y}g’). Ukazuje se, Ze bez Gjmy na obecnosti miizeme (a budeme)
volit Y, = —1/2.

Pro SU(2) kalibracni transformace U(z), jejichz generdtory jsou matice T, = %, mame

!
(:i) =U <ZI;> , €pg=€r , Vp=VUR. (7.7)

Singletn{ reprezentace SU(2) tedy maji trividln{ generdtory T, = 0.
Na zakladé principu lokalni kalibra¢ni invariance zavadime

1. abelovské kalibra¢ni pole B,, s vazbovou konstantou ¢’, odpovidajici symetrii U(1);
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2. neabelovské kalibracni pole A, = AjT, = AZ"Q—Q (a = 1,2,3) s vazbovou konstantou g,
odpovidajici symetrii SU(2).

Parcidln{ derivace Diracovych poli (viz lagrangian (7.4)) nahradime derivacemi kovariantnimi,
¢imz se v teorii objevi interakce mezi leptony a kalibra¢nimi poli. Odpovidajici interakéni lagran-
gidn ma tvar

1 2 3
— (5. 5.\ .19 . 420 . 430 oy 1 v,
Z = (VL eL) iyt (ZQA#Q + ZgA#? + ngu? —ig B“Q) (€L>

(v)
+ (vr  €r)in"ig' B, (YR 0 ) (VR>, (7.8)

0 v¥) \er

kde jsme vyuzily poznatki (6.3) (s nahrazenimi A, — B,, A = XY a ¢ — ¢'Y) a (6.10) z
kapitoly 6. Kalibracni pole B, a Aj, nemaji piimy fyzikdlni vyznam. Ten budou mit az jejich
urcité linearni kombinace, které ziskdme pomoci néasledujicich tprav.

Pripomertime definici Pauliho matic (5.9) a rozdélme lagrangidn na tii ¢ésti: £ = Ly +.La+

7. Prvni (mimodiagonaln{) ¢ast tvoii ¢leny se o' a o2:

— _ . #iﬁ O A}L—ZAEL vy,
(7r ec)iy 2 (A}L+z’Aﬁ 0 er

1
= —iz’/Ly”eLI/V+ — iéLW”VLI/VJ, kde W= —

V2 V2 V2

Ta popisuje interakci mezi elektronem a neutrinem zprostredkovanou elektricky nabitym inter-
medidlnim bosonem W.
Ve zbyvajici diagonalni ¢asti nejprve zavedeme linedrni kombinace A, a Z, kalibrac¢nich poli

Ai a B, vztahem
A3 cosBy  sin By Z
b — w
(Bﬂ> (— sin Oy, cos Oy Ay) (7.10)

kde parametr 0y se nazyvd Weinberguv thel (nebo téz slaby, angl. ,weak”, ihel). Dosadime do
(7.8) a zaméFime se pouze na Cast

J— 1 /
Lot a0 ()

Zw

(A), TiA2). (7.9)

gsin By + g’ cos Oy, er,
v 0 v
S s K / R
+ (7R er)Y'Aug COS9W< 0 _nge)> (63 ) (7.11)

obsahujici pole A,. To méa predstavovat elektromagnetické pole, jehoz interakce s elektronem
(jenz ma ndboj ¢ = —e) a s neutrinem (jez nese ndboj ¢ = 0) je popsana lagrangidnem kvantové
elektrodynamiky (viz rovnice (4.2))

Laoppg = (v er)y"A, (8 2) (”L) +(br Er) VM A, <8 2) <”R) . (7.12)

er €R

Porovndnim £ L ZqEp,r dostavime 4 podminky,
—gsinfy + g’ cosby =0,
gsin by + g’ cos Oy = 2e,
—Ylgv)g' cos Oy = 0,
—Yée)g’ cosOw = e, (7.13)
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které muzeme prepsat jako

/

YW=0, v\9=-1, e=gsinfy |, tan@wz%. (7.14)

(VSimnéme si, Ze bez ,mixingu” (7.10), tj. pro Oy = 0 bychom dostali podminku e = 0 a
standardni lagrangidan kvantové elektrodynamiky bychom nedokdzali reprodukovat.)

7 pozadavku konzistence elektroslabé teorie s elektrodynamikou jsme tedy ziskali 2 vztahy
mezi 4 parametry elektroslabych interakei e, g, ¢’, Oy a dale se nAm podafilo fixovat hodnoty tzv.
slabého hypernaboje Y. (Pfipomenime, ze od zaddtku mame Yy, = —1/2.) Necht tzv. slaby
izospin T3 ma hodnoty

1 1
Tg(VL) = 5 5 T3<€L) = —5 5 T3(Z/R) =0 , Tg(@R) = O, (715)
tedy dévd +1/2 pro vlastni stavy dubletové reprezentace SU(2) s izospinem 1/2; a je 0 pro
singletni reprezentace s izospinem 0. Potom plati, Ze elektricky ndboj uvazovanych Castic (v
jednotkéch e) je vyjadien vztahem
Q=T3+Y, (7.16)

z néhoz muzeme spravné reprodukovat hodnoty naboje Q(vr . r) = 0a Q(er r) = —1. Veli¢iny T3
a Y charakterizuji ¢astice z hlediska jejich elektroslabé interakce, obdobné jako elektricky naboj
Q@ charakterizuje castice z hlediska jejich interakce s elektromagnetickym polem.

Zbyvajici ¢ast £, lagrangianu (7.8), kterou si rozebereme ve Cvicen{ 30, popisuje interakci
leptonti a neutralniho vektorového bosonu Z°. Z toho, ze %7 je diagondlni, je patrné, ze Z°
se vaze na leptony se stejnym nabojem a je tudiz elektricky neutralni. Ve standardnim modelu
elektroslabych interakci mame celkem 4 zprostiedkujici ¢dstice: nehmotny foton « pro (daleko-
dosahovou) elektromagnetickou interakci a hmotné intermedidlni bosony W+ a Z° pro (krét-
kodosahovou) slabou interakci. Zahrnut{ hmotnost{ intermedidlnich bosont do lagrangidnu vsak
nenf jednoduchy tikol. Obvyklé hmotnostni ¢leny typu m?B,, B* (viz lagrangidn Klein-Gordonova
pole (3.10) a Proctiv lagrangian (3.32)) totiz nejsou kalibraéné invariantni. Reseni prindsi tzv.
Higgsiuv mechanismus, o kterém si povime v kapitole 8.

Jak souvisi elektroslaba vazbova konstanta g s Fermiho konstantou Gr? Elektroslaba teorie
je vlastné rozsifenim Fermiho teorie (pfislusnym zpusobem modifikované pro chirdlni leptony),
které je platné i pri vysokych energiich. Pti energiich podstatné nizsich, nez jaké odpovidaji hmot-
nostem intermedialnich bosont myy = 80 GeV, resp. mz = 91 GeV, se vSak na ni redukuje a roli
intermedidlnich bosonu lze zanedbat. (Obdobné se plnd dynamické teorie elektromagnetického
pole redukuje v nerelativistické limité na Coulombovu interakci). Da se pak ukazat, ze

2
Cr _ g (7.17)
V2 o 8myy,

Existence intermedialnich bosont byla experimentalné potvrzena v roce 1983 na urychlovaci
SPS v CERNu. Ten byl ptivodné koncipovan jako jednotubusovy synchrotron pro srazky protoni
s pevnym tercem, avSak podarilo se jej prebudovat na ,collider” protibéznych svazkt protonii a
antiprotonu a tim dosdhnout energie potiebné k produkci intermedidlnich bosont. V soucasnosti
slouzi jako pfedurychlovaé pro nejvétsi svétovy éasticovy urychlova¢ LHC. (Ten je jiz dvoutu-
busovy a dokaze proto srazet protibézné svazky souhlasné nabitych c¢astic, napriklad protony s
protony.)
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7.3 Cviceni

Cviceni 29. Chirdlni rozklad Diracova lagrangidnu.
Ukazte, ze

1. Diraciiv lagrangidan bez hmotového ¢lenu je mozno psat jako
i, = pr iy 0, L + YR iV 0y PR (7.18)

2. Hmotovy ¢len ma tvar

—mp = —m(YrLr + VrYL). (7.19)
Regent:

1. Pouzijeme rozklady o = ¢r, + R, ¥ = ¥ + g, kde plati (7.3) a analogicky (diracovskym
sdruzenim vztahu)

-1 . -1
I =05(1+9%), Pr=050-7) (7.20)
Potom lze psat

iy duh = Prin® 8L + YriV" 0ubr + YLin' Oy + YRV L. (7.21)

O druhych dvou ¢lenech je potfeba dokézat, ze jsou nulové. Explicitnim dosazenim (7.3) a
(7.20) a vyuzitim (v°)? = I dostédvame po roznasoben{ a odeéteni zjevné shodnych ¢lenti

Vi 0ur + YRV O = %(%‘L%w — VYOO, ). (7.22)

Tyto éleny se viak vzajemné odectou - ndsobeni 7 zleva u spinoru, resp. zprava u jeho
diracovského sdruzeni zptisobi zménu znaménka prvni slozky. Vzajemnym vyndsobenim v
druhém clenu se tyto zmény vyrusi a vysledek je tak stejny, jako u prvniho ¢lenu.

2. Rozepiseme

—map) = —m(Prr + VrtL + YL + YRUR) (7.23)
a o druhych dvou ¢lenech opét dokazeme nulovost. Dosadme za

_ 1- 1

YLy = ?ﬂ(l +7°)(1=~")y = Z(H -Dy =0, (7.24)

kde jsme vyuzili (7°)? = I. U posledniho élenu (7.23) je postup zcela analogicky.

Cviceni 30. Lagrangidin s neutrdlnim bosonem Z.
Urcete .Z,. Jaka interakéni konstanta odpovidajici interakci mezi Z a pravotocivym elektro-
nem er? (Vyjadiete ji pomoci elementarniho elektrického néboje e a vazbové konstanty g.)

Resent:

Vyjdeme z diagondlni ¢4sti lagrangidnu (7.8), tedy

3 )
) ) 50 I v B B . Y, 0 VR
Lrtiag = — (I/L 6L) M (gAMQ _ ngu2> (6L> — (VR 6R) ~ g’BM ( g Yée)> <€R) .
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Nyni aplikujeme transformaci (7.10), kterd umozni rozdélit £ = L4 + £». Néas zajimd druhd
cast, kterou lze po zjednodusujicich upravach prepsat jako

1, g cos Oy + ¢’ sin Oy 0 L
Ly =3 "z :
Z 9 (VL eL) YLy ( 0 —gcosbfy + ¢’ sin QWYISi : €L
+(on en)z, (9 ow Yy 0 (VR> 720
R €R n 0 g siny Y ) \er) .

Hledana interakéni konstanta je tedy

e2

kde jsme vyuzili (7.14) a vztah tg(arcsinz) = x/v1 — 2.

g](;) =—q sinQWYlge) = (7.27)

Cviceni 31. Kinetické cleny kalibracnich poli.
Jak vypadaji kinetické cleny kalibracnich poli A, a B, (tedy kvadratické ¢leny obsahujici
derivace téchto poli) a jak se zméni pfi mixovaci transformaci (7.10)7?

Resent:

Vyjdeme z Yang-Mills lagrangidnu (6.16), ktery specifikujeme pro SU(2) x U(1). Vime, ze
lagrangian lze prepsat jako (6.21). Pro U(1) ¢ast mame jediny generator (tedy v prislusné F),,
neni komutétorovéa ¢st), pro SU(2) ¢ast mizeme pouzit (5.9). Cleny vzniklé z komutatoru ale
nepati{ mezi kinetické (jedna se o tzv. "self-interaction” ¢leny). Dohromady lze kinetickou ¢&st
zapsat jako

1 a va 17
Dg/ﬂk)in = _E(A;U/AH + B[u,l/BlL )7 (728)
kde jsme zavedli notaci

AZU - aqu - al/Aa B,uu = a,u,Bu - al/Bp. (729)

7

pro potencidly A, nalezici SU(2) a B, nalezici U(1).
Nyni invertujeme transformaci (7.9):

Wi Wy W, — W

Al 5 A2 = W (7.30)

PrepiSeme-li pomoci ni prvni dva ¢leny (7.28) a zavedeme-li notaci Wli = GHWVi - (“),,Wf
dostaneme 1 1

—Z(A}WA““ + A2 AP = fiwp;WWf (7.31)

Na druhé dva cleny aplikujeme transformaci (7.10) a notaci Z,, = 0,2, — 0,Z, a A, =

O0uA, — 0,A,. Po vyuziti goniometrické jednotky pak dostaneme
1 1
—Z(Af’“,A"”?’ + Buy B") = = (Zun 2" + Ay A). (7.32)

Soucet (7.31) a (7.32) dava celkovy (7.28).



Kapitola 8

Spontanni naruseni symetrie

K ilustraci konceptu spontanniho naruseni symetrie vyuzijeme nékolik prikladi. V prvnim si
vystacime se $pejli, kterou postavime kolmo na stil a zatlac¢ime na jeji horni konec. Pri dostatecné
velkém tlaku se Spejle prohne, aby minimalizovala energii. Otazka zni: jakym smérem? N&s
mechanicky model je prirozené symetricky viiéi rotacim v roviné stolu a nedokaze tedy zadnym
zpusobem urcit smér prohnuti. Presto si Spejle smér vybere a timto vybérem spontanné porusi
rotaéni symetrii. V redlu bude smér prohnuti uréen drobnymi asymetriemi ve strukture dfeva,
které ovsem nekontrolujeme a nas model je nijak nezahrnuje. Z teoretického hlediska jde o to,
Ze nestlacend Spejle ma jednoznaény zdkladni (tedy nejnizsi energeticky) stav, ,rovnd Spejle”,
zatimco po stlaceni je prohnutych zékladnich stavi nekoneéné mnoho — tolik, kolik je hodnot
thlu v roviné stolu. Rotac¢ni transformace pak neponechava jednotlivé zakladni stavy invariantni,
nybrz je prevadi jeden na druhy.

Druhy piiklad je opét mechanicky. Umistime kulicku na vrchol symetrického kopce (napii-
klad Gaussova klobouku) a ¢ekdme, kterym smérem se vyd4d dold, aby doséhla nizs$i potencidln{
energie. Predpokladdame-li nulové treni, sebemensi i infinitesimélni vliv zptsobi, ze kulicka sjede.
Pokud bychom do naseho modelu pridali napriklad vitr vanouci uréitym smérem, smér pohybu
kulicky by tim byl urcen. V takovém piipadé by se jednalo o tzv. explicitni narusSeni ptuvodni
rota¢ni symetrie. Pokud vsak zadny takovy vliv do modelu nezahrneme, neméme nad smérem
pohybu kulicky zadnou kontrolu. Vime jen, ze si smér sestupu spontdnné vybere, aby minimali-
zovala svou energii.

Treti priklad je jiz mikroskopicky a tyka se spontdnni magnetizace feromagnetu. Ten miize
byt za uréitych podminek popsin jako soubor klasickych spint (magnetickych momenti) S;
|S;| = 1, umisténych na miizce, kde spolu interaguji pouze nejblizsi sousedé. Hamiltonidn (tedy
celkova energie) systému je dn jako

H=-JY S;-S;, (8.1)
(i5)

kde J > 0 je interakéni konstanta a suma probihd pfes vSechny usporddané dvojice sousedi-
cich vrcholid mrizky. Systém je zjevné rota¢né symetricky a zaroven plati, Zze nejnizsi energii ma
konfigurace, kdy vsechny vektory S; ukazuji stejnym smérem. Vybér tohoto sméru vede ke spon-
tannimu naruseni symetrie. Ve Cviceni 32 si podrobnéji rozebereme tzv. Isingtiv model, kde
spiny mohou nabyvat pouze dvou rtznych hodnot +1.

58
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8.1 Goldstoneuv model

Koncept spontanniho naruseni symetrie v teorii pole ilustruje tzv. Goldstonetiv model. Uva-
zujme lagrangian samointeragujictho komplexniho skaldrniho pole

2L = (0up")(0"0) = V(p), kde V(p)=—p¢ 0 +A¢"0)* (1,1 >0) (8.2)

je poln{ potencial. Tato teorie je invariantn{ viiéi globaln{ fazové transformaci ¢’ (z) = e~ *p(x).

Vsimnéme si zaporného znaménka hmotnostntho élenu —p?p* . Kdybychom na chvili zane-
dbali interakéni ¢len A(¢*p)?, dostali bychom pohybovou rovnici pro pole ve tvaru

(O-p*)p =0, s disperznim vztahem ptp, = —u°. (8.3)
Ten podle (3.3) implikuje rychlost vlnovych balikt (tj. ¢astic pole )

ol _lpl,_ Pl (8.4)
c E p2? — 2
ktera je nadsvételna a tudiz nefyzikélni. (Castice s nadsvételnou rychlosti se nazyvaji tachyonsy.)
Pokud ma tedy hmotovy Clen ,Spatné” znaménko, hraje interakéni ¢len nezanedbatelnou tlohu.
Vratme se tedy ke kompletnimu lagrangidnu (8.2) a ur¢eme hustotu energie pole (tj. hustotu
hamiltonidnu). Podle (3.15) je

0L

0¥
H=T% = 2% oo+ —o=—dyp*
O 9(dop) 0¥ (0op*) 0¥

—Z = (00¢") (Do) + (V") - (Vo) + V(e).  (8.5)
Minimaln{ hustoty energie dosahuji konstantni polni konfigurace ¢(z) = o, které navic minima-
lizuji funkei V(). Obecné se polni konfigurace s nejnizsi energii nazyva vakuovy stav.

V dal$im budeme uvazovat rozklad komplexniho pole na radialni a thlovou ¢ast:

(x) I
z)=p(x)exp | , kde v=-—%. 8.6
oa) = pla)exp (172 = (5.
Polni potencial je pak pouze funkci p,
2 2 4 - RY

Vip) = =1°p" + 0" =M (0" = ) (8.7)

kde jsme vypustili konstantni ¢len —%v‘l, a lagrangian ma v teci redlnych poli p a 7 tvar

02

2 = (0up)(0"p) + 5 (0,m)(0"m) = V (o), (8.8)

(Z je zjevné invariantni vidi konstantnimu posunu 7’(z) = m(x) — va, odpovidajicimu fdzové
transformaci ¢’ (z) = e*“p(x).)

Nyni jiz uzrdl ¢éas ke spontdnnimu naruseni symetrie. Polni konfigurace p(x) = 0 neni mi-
nimem potencidlu (8.7) (a tedy hustoty energie (8.5)), tim je p(z) = 5 bicemz tihlova cast
m(x) = mp muze byt libovolnd konstanta. To znamend, ze zdkladni stav g = %e”‘/ v je dege-
nerovany (nejednoznacény) a vybér konkrétni hodnoty my odpovidd spontdnnimu naruseni fazové
symetrie.
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V kvantové teorii pole obvykle zkouméame excitace pole kolem stabilni rovnovdzné polohy (pak
maji prislusné ¢astice ,fyzikdlni” podsvételnou rychlost). V nasem modelu se proto presuneme
do minima potencidlu redefinici

1 1 2 A

plz) = E(U(l’) +v): L= 5(8#0)((9“0) + %(@ﬂr)(@“w) — 1(02 +2v0)%  (8.9)
Fundamentédlnimi poli Goldstoneova modelu jsou tedy redlnd pole o(x) a m(x), prestoze byl
puvodné definovan pomoc{ komplexniho pole p(z). Po tpravé dostdvame

o2 + 2o

A
m N4 3
552 (Opm)(OHm) + 4(0 +4vo®) |, (8.10)

1 1 1
B [ S 252, B
£ = 2(3“0)(8 o) 5 2 v o —|—2(8M7r)(8 ™)+

—m2
=m3

kde jsme do hranaté zavorky umistili vSechny interakéni ¢leny, tedy monomy vyssiho nez druhého
tadu v polich a jejich derivacich. Z tohoto lagrangidnu snadno vycteme hmotnostni parametry
jednotlivych poli: m, = uv/2, zatimco m, = 0. Tzv. Goldstonetiv boson 7 je tedy nehmotny,
coz odpovidd tomu, Ze v Ghlovém sméru je potencidl V' konstantni funkef (tj., je rotaéné invari-
antnf).

8.2 Higgstv mechanismus

Nyni zavedeme do Goldstoneova modelu (8.2) (minimdlni) interakci s kalibra¢nim polem ob-
vyklym povysenim parcidlnich derivaci na kovariantni a pfidanim kinetického ¢lenu kalibra¢niho
pole. Dostaneme tedy vlastné lagrangian skaldrni elektrodynamiky zahrnujici téZ samointerakci
komplexniho skaldrniho Higgsova pole ¢,

2

1 L . * . * VN2
L = —ZF,“,F‘ + (0p —igAL)e™ (0" +igAt)p — A((p 0 — 5) (8.11)
(Potencidlni ¢len jsme posunuli o konstantu, aby korespondoval s vyrazem (8.7).)
Tento lagrangian je invariantni vaci lokdlnim kalibra¢nim transformacim
—ta(x * 1o(x * 1
¢l(x)=e W) , ¢'(x) =W (x) , A(r) = Aulz) + Eaﬁta- (8.12)

Kalibrac¢ni volnost muzeme vyuzit k tomu, abychom libovolnym zptsobem fixovali fazi komplex-
niho pole ¢(x). Zvolme ji identicky nulovou, tedy ¢p(x) = ¢*(z) = p(z) € R, a oznac¢me B,
kalibra¢n{ potencial v této konkrétni kalibraci a G, jeho intenzitu (Faradaytv tenzor). Potom
lagrangian (8.11) ma v této kalibraci tvar

1 2
L' = = 3G + (9, — igB)p (9" +igB")p — Mp” — %)2

Stejné jako v rovnici (8.9) pfejdeme od pole p(x) k poli o(x) tak, Zze definujeme p(z) =
%(0(%) +v) (0 = 0 pak odpovidd minimu potencidlu) a dostavame

(8.13)

g/

1 1 A
_ZGWGW + B (00 — igoB,, —iguB,)(0"0 +igo B" + igvB") — 1 (0% + 2v0)2

1 L1 1 1
= —ZGWG“ + 3 g*v® B, B" + 5(3M0)(8“0) ~3 2 02 o2

. —m2
—m 2 =m
=mpg o

1 A
+ |gvoB,B" + §QZUQBHB“ — \wo® — 104 , (8.14)
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kde hranatd zdvorka opét zahrnuje interakéni ¢leny. Kalibra¢ni invariance lagrangidnu (8.11) ndm
umoznila eliminovat Goldstonetv boson 7 (fazi skaldrniho pole ¢), zatimco puvodné nehmotné
kalibra¢ni pole ziskalo hmotnost mp = gv, jez je tmérna jeji interakci s Higgsovym polem.
Obrazné feceno: Goldstonetiv boson byl sporadan kalibra¢nim bosonem, ktery diky tomu pfibral
na vaze.

Pii energiich mnohem vyssich nez v je Higgsovo pole v symetrické fazi a kalibra¢ni bosony
efektivné nehmotné. Az kdyz se energie dostanou znatelné pod hodnotu v, nastava mechanismus
spontanniho naruseni symetrie, kdy Higgsovo pole zaujme polohu blizko minima potencialu a ka-
libra¢ni bosony ziskaji hmotnost. Celkové je teorie (8.11) kalibra¢né invariantni, hmotnostni ¢len
%mQBBuB“ se objevi az v nizkoenergetickém rezimu a pfi vhodném vybéru kalibrace. Naproti
tomu prosté pridani hmotového ¢lenu do lagrangidanu jako v pfipadé Procova pole, rovnice (3.32),
vede k teorii bez kalibracn{ invariance a tedy s celou fadou neduht (jako napriklad nerenorma-
lizovatelnost — viz kapitola 10.2).

Predchozi model s abelovskym kalibra¢nim polem slouzi spiSe jako ilustrativni priklad. Sku-
tecné fyzikdlné zajimavym modelem je az jeho neabelovské zobecnéni relevantni pro teorii elek-
troslabych interakci z kapitoly 7. V ném zavidime dvoukomponentni komplexni skalarni pole,
tzv. Higgstv dublet ®, a Goldstonetuv lagrangian

+
Loseons = (0,0)(00) - V(®), e V(®) = w0 L A@2f, @ (7). ©15)

Do néj pridame elektroslabé U(1) x SU(2) neabelovské kalibracni pole (viz rovnice (7.8)) a
ziskdme tak neabelovsky Higgstuv lagrangidn (zde pro jednoduchost uveden bez kinetickych ¢lentt
a samointerake{ kalibra¢nich polf)

— a b 2
Lrtiggs = qﬁ(au - igAz% - ig’YBH) (3“ + igAb“% + ig’YB")(I) —A(@to— %)2, (8.16)

kde sipka naznacuje smér pusobeni parcidlni derivace. Ve Cviceni 33 si tento neabelovsky model
rozebereme a ukdzeme, Ze v disledku spontanniho naruseni symetrie zbyde z ptvodnich ¢tyt
redlnych komponent Higgsova dubletu jedina (Higgstiv boson H) a tii kalibra¢ni bosony (W*
a Z°) se stanou hmotnymi, zatimco foton ziistane nehmotny. Vysledkem Higgsova mechanismu
jsou Weinbergovy formule pro hmotnosti intermedidlnich vektorovych bosont

1 1
mw =59, mz = 5(92 +g'2)l/21). (8.17)

Porovnanim s rovnici (7.17) déva vztah v = (Gpv/2)~! = 246 GeV mezi Fermiho konstantou
slabych interakci Gz a vakuovou hodnotou Higgsova pole v.

8.3 Hmoty leptont

Nejen hmotnosti kalibra¢nich bosonu, ale i hmotnosti leptont a kvarkt je mozné ziskat skrze

interakci ptislusného pole s Higgsovym polem. Napiiklad, pro zpoc¢atku nehmotny elektron uva-
zZujme interakci popsanou lagrangianem Yukawova typu

+
gYukawa = —he (DL éL) <z;0> er + h.C., (818)
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kde h, je interakéni konstanta. Po spontdnnim naruseni symetrie (viz Cvideni 33) dostdvdme

0
g{/ukawa = —he (17L éL) (\}5(,0 + H)> er +h.c.

1
——h.(v+ H)(erer + ere
/2 ( )(€Ler ReL)
1 1

V2 V2

kde jsme vyuzili vztah eper + érer, = eée ze Cviceni 29. Porovnani s Diracovym lagrangianem
é(iy"0,, — me)e dava hmotnost elektronu

hevee + ———h.eeH, (8.19)

= ﬁh(ﬂ), (820)

vyjadienou prostrednictvim vakuové hodnoty Higgsova pole v a interakéni konstanty h..
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8.4 Cviceni

Cviceni 32. Isinguv model — metoda stredniho pole.
Uvazujme statisticky soubor N spini na miizce, kde kazdy vrchol ¢ obyva klasicky spin
Si; € {—1,+1} a celkova energie systému je ddna jako

{S}:—JZSS BZS (J > 0). (8.21)

Zde B je velikost vnéjsiho magnetického pole a dvojita suma bézi pres vsechny usporadané dvojice
sousedicich vrcholtt m¥izky. V metodé stiednfho pole (angl. ,,mean field”) aproximujeme energii
jako

Hyr({S:}) :—JZSzm BZS = —(Jzm + B) st (8.22)

kde m = % >°,(S;) = (Sk) je magnetizace na jeden spin (nebo té# stfedni hodnota libovolného
spinu) a z udévd podet sousedu (stuperi) libovolného vrcholu.

1. V aproximaci stfedniho pole uréete partiéni sumu Zyp(8, B), 8 = k;;%? a ukazte, ze pro
magnetizaci m plati podminka

m = tanh(SJzm + 5B). (8.23)

2. Pro pfipad B = 0 naleznéte kritickou teplotu T, takovou, ze pro T > T, ma podminka (8.23)
pouze jedno feseni m = 0, zatimco pro T' < T, existuje feseni vicero.

Resent:
1.
ZMF = Z e PHMF (eﬁuz"”B) + eiﬁ(szJrB))N (8.24)
{S:}
me+9 Lz O I (2 cosh(BJzm + ,@B)) — tanh(BJzm + BB)  (8.25)
T~ NpoB  “MFT 39B - '

2. 7 graft funkef levé a pravé strany rovnice (8.23) (pro B = 0) je zjevné, ze kritickd teplota
je urcena podminkou

d 1
l—dtanh(Bsz)’ =p0Jz = ﬂc—ﬁ = TC—E (8.26)

m=0

Pozndamky:

Isingtiv model a jeho zobecnéni maji siroké uplatnéni nejen ve fyzice ale i v oblasti strojového
uceni (viz Hopfieldova sit).

Cviceni 33. Higgstiv mechanismus v elektroslabiych interakcich.
Rozeberte Higgstiv mechanismus v elektroslabych interakcich, tj. v neabelovské kalibra¢ni
teorii s grupou U(1) x SU(2) a odvodte hmoty intermedidlnich bosont my = fgv a my =

1 2
V9P +y v
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Resent:

Budeme pracovat s lagrangidnem (8.16). Vyuzijeme kalibraéni volnost abychom zafixovali
®(x) jako

By (a) = (0 H@E, 1 (o) = Sslo+ H@)e e ¢ = ((f) L s

tj. ze ¢tyfech poli (dvé komplexni slozky) jsme ponechali jedinou - tzv. Higgsovo pole (ostatnich
slozek - Goldstonovych bosont - jsme se zbavili). Tato volba formalné odpovida lokalni SU(2)
transformaci (kterd pasobi i na kalibra¢ni pole, nebudeme vsak pro transformovand pole zavadét
specidlni notaci). Nyni pfepiSme (8.16) v kalibraci (8.27), a zaméfme se na ¢dst, z niz vzniknou
¢leny kvadratické v kalibrac¢nich potencidlech:

2

a b
Zinass = S (9ALT + gV BL) (94" T + g YBHE. (8.28)
Rozndsobenim ziskdvame ¢tyfi ¢leny (z nichz dva budou shodné). Explicitnim propoc¢tem zjistime,
ze €101/2¢ = 0 a 03¢ = 1. Déle vyuzijeme prvni vztah (3.19) a dostédvame (8.28) ve tvaru

2

(ingiA“ =99V ALBu+ gV B, BY) = = (g[(A,)" +(AL)*] +[9A} —20'Y B,)?).

(8.29)
Na prvni hranatou zdvorku vyuZijeme inverze vztaht (7.28), na druhou (7.10). Ty specifikujeme
pro (7.14) a Y = 1/2 (viz prednédska) a upravime pomoci identit cos(arctan(z)) = 1/va2+1 a
sin(arctan(z)) = x/v/2? 4+ 1. Nakonec, po odeéteni shodnych ¢lenti dostdvame

2

gmass = 9

1 _ 1
Lrnass = 19202W# WHT + §v2(92 +9*2,2", (8.30)

z ¢ehoz 1ze skuteéné vycist hmotnosti intermedidlnich bosont jako (8.17). Z celkového lagrangidnu
(8.28) zbude po tpravich

1 1 1 _
L iggs = iaﬂHa"H—)\UQHQ—)\vHS—ZAH‘l—kg(v+H)2(292W# WHt (g2 +¢%)Z,Z"). (8.31)



Kapitola 9

Kvarkovy model hadronu

Kvarkovy model hadronti navrhli v roce 1964 Gell-Mann a Zweig. V puvodni verzi obsahoval 3
kvarky: u (up, 2,16 MeV), d (down, 4,7 MeV) a s (strange, 93,5 MeV). Postupem ¢asu piibyly
jesté dalsi 3 kvarky: ¢ (charm), b (bottom) a ¢ (top), z nichZ nejlehéi c-kvark mé& hmotnost
1273 MeV a je tedy sdm o sobé tézsi neZ proton (938,27 MeV) a neutron (939,56 MeV).

Uvazujme vektorovy prostor C? s ortonormaln{ bézi tvofenou vektory |u),|d),|s) a na ném
pusobici grupu SU (3), jejimiz standardnimi generdtory jsou tzv. Gell-Mannovy matice Ay, . . ., As.
Pro nase ucely uvedeme jen dvé z nich, diagonalni

1 0 0 L (10 0
As=10 -1 0 a  As=-—= (01 0]. (9.1)
0 0 0 V3lo 0 -2

Ty definuji tzv. operatory izospinu Is = %)\3 a hyperndboje Y = %)\8. K této zédkladni reprezen-
taci, oznacované zkracené jako 3, mtzeme podle Cviceni 23 vytvorit adjungovanou reprezentaci
—AT, oznacovanou 3. Ta piisobi na dal§im nezdvislém prostoru C* s bazi |a), |d) , |5), kde ope-
ratory izospinu a hypernaboje maji vyjadreni I3 = —%)\3 ayYy = —%)\8. Vlastni stavy jsou
vyneseny v diagramech Obr. 9.1, kde jsou zdroven uvedeny jejich vlastni hodnoty I3 a Y.

1Y

2
3

@ = -1,-1)

Obréazek 9.1: Vlastni stavy operdtorti izospinu I3 a hypernaboje Y v reprezentaci 3 (vlevo) a 3
(vpravo).

Mezony jsou slozeni kvarku a antikvarku. V kvantové teorii je sloZeni dvou podsystému

65
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vyjadieno tenzorovym soucinem stavovych prostori a tedy mezony odpovidaji stavim z repre-
zenta¢niho prostoru tenzorového souéinu reprezentaci 3 ® 3, ktery lze dédle rozlozit na direktni
soucet 8 1. Tyto stavy jsou znazornény na Obr. 9.2 spolu s ndzvem prislusné ¢astice a vlastnimi
Cisly Is a Y.

KO =|ds) = |-3,1)

Obrazek 9.2: Mezony.

Slozenim ti{ kvarkid dostavame baryony, tedy reprezentaci 3 ® 3 ® 3, jiz mizeme rozlozit do
direktniho souc¢tu 10 & 8 ¢ 8 ¢ 1. Jeden z oktetu (reprezentace 8) obsahuje i proton (kvarkové
slozeni uud) a neutron (udd).

Elektricky nédboj hadront (v jednotkéch elementdrniho ndboje e) lze vyjadrit jako

1
Q:Ig+§}/, kde navic Y =S5+ B. (9.2)
Veli¢ina S, kterd udéva pocet podivngch (strange) kvarki v daném hadronu, se nazyvé podivnost.
B je baryonové ¢islo (B = 1 pro baryony, B = —1 pro antibaryony a B = 0 pro mezony).
Naptiklad proton (uud) mé baryonové ¢islo +1, podivnost 0 a izospin %Jr%f% = % Formule (9.2)

tak déva spravné jeho elektricky ndboj @, = % + %(0 +1)=1.

Zastavme se nyni na chvili u konceptu izospinu. Ten byl zaveden ve 30tych letech po objevu
neutronu. Fyzikové si vSimli, Ze rozdil energii u jader lisicich se zaménou protont a neutront
(napt. ®H a 3He) je ddn pouze rozdilem elektromagnetické interakce a klidové hmotnosti protont
a neutronti. Vazebna energie mezi nukleony, dana silnou jadernou interakci, tudiz nezavisi na
jejich identité (zda se jednd o proton ¢i neutron). Jakoby proton a neutron byly z hlediska
silné interakce ruznymi stavy jedné ¢astice — nukleonu. K jejich rozliSeni slouzi izotopicky spin
(izospin), ktery je jakousi obdobou spinu pusobic{ na vnitinim prostoru. Stejné jako u spinu
muzZeme uvazovat ruzné reprezentace izospinu, napf. na tridimenzionalnim vnitinim prostoru
tvofeném piony 7, 7 a 7+ (viz Obr. 9.2).

Kromé c¢astic slozenych ze dvou a tii kvarkd mizeme uvazovat i vicekvarkové kompozity —
tetrakvarky, pentakvarky, atd. Ty se jiz posledni dobou dafi i experimentalné pozorovat.
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9.1 Interakce a barvy kvarkua

Vsimnéte si, Ze soucet klidovych hmotnosti kvarkt tvori pouze zhruba 1 % hmotnosti protonu ¢i
neutronu. Drtivéa ¢ast hmotnosti nukleont je dana mezikvarkovou vazebnou energii silné interakce,
tedy energii gluoni — céstic, které silnou interakci mezi kvarky zprostredkovavaji. Tato inter-
akce je matematicky popsana neabelovskou kalibracni teorii s grupou SU(3), tzv. kvantovou
chromodynamikou (QCD), jez ptsobi na internim , barevném?” prostoru span{|q,), |qq) , |qs) }
kazdého kvarku ¢g. Mame tedy opét co do ¢inéni s grupou SU(3) (a s jeji algebrou su(3)), ovSem
tentokrat nepiisobici na prostoru kvarkovych typi (flavortt) u,d, s, nybrz na prostoru barev r
(Cervend), g (zelend) a b (modréd).

Barvy antikvarku jsou opacné (doplitkové) barvy 7 (anticervend, tedy azurovd), g (antizelend,
tedy purpurova) a b (antimodré, tedy zlutd). Koncept barvy je jakymsi zobecnénim elektrického
naboje. Tyka se vSak pouze samotnych kvarkti — hadrony jsou jako celek vzdy barevné neutralni.

Mezikvarkové sily dosahuji mirné za hranice hadront a zptsobuji efektivni mezinukleonovou
jadernou silu, zprostfedkovanou mezony 7+ a 7°.

Kvarkovou substrukturu hadront zkoumaji od konce 60tych let experimenty hlubokého ne-
pruzného rozptylu (angl. ,deep inelastic scattering”), kdy vysokoenergetické leptony (elektrony,
miony, neutrina) nardzeji do protonid ¢i neutront. Diky své vysoké energii, tedy krétké vinové
délce, dokézou nahlédnout dovnitf hadronu a pfitom jej excitovat (odtud privlastek ,nepruzny”
rozptyl).

Na kvarky ptisobi i elektroslaba interakce. Stejné jako leptony tvoii levotocivé doublety a
pravotocivé singlety

t
<Z§> 3 (;i) y <bi> ) UR, dRa CR, SR, tRa bRa (93)

jejichz interakce s vektorovymi bosony 7, Z° a W jsou obdobou vztahii v kapitole (7.2). In-
terakce s nabitymi bosony W viak nenf jen prostym souctem lagrangiant (7.9) pies jednotlivé
kvarkové dublety, nybrz méa tvar

dr,
-9 (L_LL Cr, {L)A}/#VCKM SL W:[—i-h.c., (94)

V2 by

kde Ve s je unitarni matice 3 x 3, tzv. Cabibbo-Kobayashi-Maskawova matice. Ta popi-
suje experimentalné pozorované premény kvark, resp. z nich vytvorenych hadront, v duasledku
slabych interakci. Ma celkem 4 parametry (viz Cviceni 35): 3 dhly odpovidajici ortogonalni
transformaci a 1 komplexni fazi. Tato faze popisuje experimentalné pozorované naruseni CP
symetrie, tj. kombinace parity P a zdmény ¢éstic za antiCastice, tzv. ndbojového sdruzeni (angl.
,charge conjugation”) C.

Kromé C a P je Casto uvazovana jesté tfeti diskrétni transformace — obréceni ¢asu (angl.
»time reversal”) T. Slozend transformace CPT je symetrii v ramci kazdé relativistické kvantové
teorie pole a jeji naruseni se skuteéné experimentalné nepozoruje.
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9.2 Cviceni

Cviceni 34. Skladdni reprezentaci v diagramech.

1. Pro algebru su(2), jejiz zdkladni reprezentace % mé reprezentacni prostor span{|1),|{)},
graficky zndzornéte stavy v reprezentacich %@% a %@ % ® % (Na horizontaln{ osu vynasejte

vlastni hodnoty operatoru T3, jehoz zdkladni reprezentace je %03.)

2. Pro algebru su(3), jejiz zdkladni reprezentace 3 ma reprezentacéni prostor span{|u) , |d) ,|s)},
graficky zndzornéte stavy v reprezentacich 3 ® 3 a 3 ® 3 ® 3. (Na horizontalni osu vyna-
Sejte vlastni hodnoty operatoru I3, jehoz zakladni reprezentace je %/\3. Na vertikalni osu
vynasejte vlastni hodnoty operatoru Y, jehoz zakladni reprezentace je %Ag.)

Resent:

1. Mtzeme cCastecné vyuzit znaceni a vysledky Cviceni 24. Na reprezenta¢nim prostoru za-

kladni reprezentace mame bézi
(o) =1 (9) =19 (95)

Béze na reprezenta¢nim prostoru % ® % je pak ddna {| 1,1, | T, 4), | 4, 1), | 4, 4)}, kde ktery
znaci tenzorové souciny vektort ptvodni baze v uvedeném poradi. Rozsireni T35 na tomto
prostoru definujeme jako ve Cviceni 24: T. §® =T5®1+1®T5. Rozepiseme-li ho explicitné,

dostavame
1 0 0 O
00 0 O
® _
T3 = 000 ol (9.6)
00 0 -1

tedy vlastni ¢isla a prislusné vlastni vektory jsou

A =1HMNE Ae=-1:{l1D} Asa=0:{ 11, [N} (9.7)

Coz lze graficky vynést na osu dle pokynu.

Pro reprezentaci % ® % ® % definujeme rozsireni analogicky ng =IT3RM4+T3 I+
I ®IT® Ts, po rozepsani explicitné
1

TP = 5diag(l, 1,1,-1,1,-1,—1,-3). (9.8)

Analyzou vlastnich ¢isel a vektora dostavame

3 3
AL = 5 AL A= ) A HD T

Nows = 5 LAD T 0L, dars = — (LD LD 1), (99)

coz opét vyneseme na osu dle pokynti. Slozeni a znaceni baze je analogické predchozimu.
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2. Pro zakladni reprezentaci mame bazi
1 0
{lwy=10],ld)=[1],ls)=[0]}. (9.10)
0 1

Pro reprezentaci 3 ® 3 bude baze reprezentacniho prostoru opét tvorena tenzorovymi sou-
¢iny, tj. {|uw), |ud), |us), |du), |dd), |ds), |su), |sd), |ss)}. Definujeme rozsiient IS =1 ® I +
LRIaY®=IRY +Y ®I, tj. rozepsdnim

1 1
I§ = 5diag(2,0,1,0,-2,~1,1,-1,0), Y®= gdiag(2,2,-1,2,2,-1,-1, -1, ~4).

(9.11)
Analyzou vlastnich ¢isel a vektora dostavame

(-13): Gy (13): ) (0.3): uahtauy. (0.3 ) s lss)

(3:-3) s sk (=503 « . ) (912)

kde prvni &islo je vlastni éislo IS, druhé je vlastnf éislo Y. Vysledky uz jen vyneseme do
grafu dle pokynt.

Pro reprezentaci 3 ® 3 ® 3 zavedeme analogicky bazi pomoci tenzorovych soucinu vektoru
zékladni baze a definujeme opét rozsiteni I?? =ILERQI+LRQIRTI+IRIR I3 a
Yo=IYl+YRIxI+II®Y tj.

1
9 = 5diag(3,1,2,1,-1,0,2,0,1,1,-1,1,0, 1, ~3,-2,0,-2,-1,2,0,1,0,-2,~1,1,-1,0),

1
Ve = 5ding(3,3,0,3,3,0,0,0,3,3,3,0,3,3,0,0,0,-3,0,0,~3,0,0, -3, =3, =3, ~6).

(9.13)
Pfislusné kombinace vlastnich ¢isel a vektort (prvni ¢islo odpovidd vlastnimu éislu I,
druhé vlastnimu ¢islu Y, v zdpisu pomoci kombinaci u,d, s jsou skryty vlastni vektory)

jsou:
- 3 0 1 +. ] .3
A7 = -2, 1) =|ddd), A° = |—§,1> = |dud), AT = |§, 1) = |luud), ATT := \5, 1) = |uuw),
Y= —1,0) = |dds), ¥*:=10,0) = |uds), X*T:=]1,0) = |uus),
1 1
BT == X —1) = |sds), E*0:= |§,—1> = |sus), Q7 :=10,-2) =|sss), (9.14)

kde znaceni nalevo odpovidd standardnimu oznaceni prislusnych ¢astic v ¢asticové fyzice.
Nyni staci vynést do grafu dle pokyni.

Cviceni 35. Parametry Cabibbo-Kobayashi-Maskawovy matice.
Kolik parametri ma mnozina unitarnich matic NV x N, jejichz fadky a sloupce muzeme nésobit
libovolnymi komplexnimi fazemi?

Resent:
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Zavedeme relaci ekvivalence
eial

U~V < Jaq,...,an,B1,..., BN : U =

a ptadme se na pocet spojitych parametrtt mnoziny U(N)/~.

Vysledek je
N? — (2N —1).

Pro N = 3 tedy obdrzime 9 — 5 = 4 parametry.
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Kapitola 10

Poruchovy rozvoj a renormalizace

10.1 Matice rozptylu a Feynmanovy diagramy

Fyziku mikrosvéta obvykle zkoumame pomoci rozpadovych a rozptylovych experimentt. V téchto
procesech je pocateéni (inicidlni) kvantovy stav |é) charakterizovan ¢tyrhybnostmi vstupujicich
Castic: pa pro rozpadajici se Castici, resp. pa a pp pro srazejici se Céastice. Interakce Castic je
popsana unitarnim operatorem S , jenz shrnuje ¢asovy vyvoj systému béhem daného procesu a
poskytuje nam vysledny kvantovy stav S |#). PTi méfeni tento stav zkolabuje do ur¢itého konco-
vého (findlnfho) stavu |f), ktery odpovidd uréitému mnozstvi ¢dstic uréitych typi a s uréitymi
Ctyrhybnostmi pq,...,py.

Podle zékonu kvantové mechaniky je pravdépodobnost nameéreni koncového stavu |f) déna
jako .

|Spi)?, kde Spi= (f|S]i) (10.1)

jsou tzv. amplitudy rozptylu (angl. ,scattering amplitudes”), které jsou komponentami ma-
tice rozptylu (Sy;). (Slovo ,matice” je zde tfeba chdpat v ponékud obecnéjsim smyslu, nebot
indexy i a f v sobé zahrnuji kompletni charakteristiky pocdteéniho a koncového stavu — hyb-
nosti vSech zicastnénych ¢astic, popt. i jejich spinové stavy.) Z matice rozptylu je pak mozné
vydist (diferencidlni) i¢inné prutezy a (diferencidlni) rozpadové sitky uvazovanych procesi.

Vypocet matice rozptylu je zdkladnim tkolem kvantové teorie pole. Jeji konkrétni podoba
samoziejmeé zavisi na zvoleném modelu, tedy lagrangianu .#. Presny analyticky tvar ovSem ob-
vykle neni mozné najit. Je tfeba se proto uchylit k pfibliznym poruchovym metodédm, které si
nyni v hrubych obrysech nastinime.

Jako konkrétni priklad uvazujme lagrangian interagujictho skalarntho pole

2 A
2= 5(0,0)(0"9) - 3-8 30" (10.2)
——
ffo f}

Jeho volnd ¢dst (kvadratickd v poli a jeho derivacich) odpovidd linedrni pohybové rovnici
0% 5 0%
9 "9(0u9)

jejimz fundamentdlnim feSenim (Greenovou funkci) je tzv. Feynmantiv propagator Gg(z —y)
splnujici rovnici

= —(O+m?)e(z) =0, (10.3)

—(Op +m?)Gr(z —y) = 6P (x —y), tj. ve Fourierové obraze (p> — m?)Gp(p) =1, (10.4)
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kde Gp(z) = f% Gr(p)e=ire.
Interakéni édst lagrangidnu &7 povazujeme za poruchu (predpokldddme tedy, Ze je mald ve

srovndn{ s volnou ¢4sti). Feynmanovy diagramy jsou grafickym znézornénim poruchového
rozvoje rozptylovych amplitud Sy; uvazovaného procesu (viz Obr. 10.1). Vnéjsi nozicky odpo-

P1
DA 7< Pa p1
P2

Pp3

PB PB P2

yz

Obrézek 10.1: Feynmanovy diagramy v teorii s lagrangidnem (10.2). Vlevo stromovy diagram,
vpravo diagram s jednou uzavienou smyckou.

vidaji vstupujicim ¢4sticim pocédtecniho stavu |¢) a vystupujicim ¢dsticim koncového stavu | f);
vnitin{ linky (hrany) pfedstavuji Feynmanovy propagdtory G r; a vrcholy (vertexy) grafu odpovi-
daji interakeim, jejichZ velikost je imérnd interakéni konstanté (A v piipadé lagrangidnu (10.2)).
Amplituda S; je ddna souctem vSech diagramt s fixnimi vnéjsimi nozickami. Dany diagram
predstavuje matematicky vyraz, ktery je souCinem interakénich konstant (za kazdy vrchol) a
propagatoru (za kazdou vnitin{ linku). Pritom v kazdém vrcholu plati zdkon zachovéani ¢tythyb-
nosti a rovnéz plati i zdkon zachovani celkové ¢tythybnosti uvazovaného procesu:

pi =Dy, kde pi=pa+tpp+... a pr=pi+pr—+.... (10.5)

Tyto zdkony zachovani v pripadé tzv. stromovych diagrami (tj. diagrami bez uzavienych
smy¢ek — viz Obr. 10.1 vlevo) jednoznacéné uréuji ¢tythybnosti odpovidajici vnitinim linkdm
(po nichz se ,propaguji” tzv. virtudlni c¢dstice). V pfipadé diagramu se smyckami (viz Obr. 10.1
vpravo) nejsou hybnosti virtudlnich ¢astic fixovdny, nybrz je pfes né integrovano. Tim vznikaji di-
vergentni smyckové integrdly, které v ranych fazich kvantové teorie pole nadélaly fyzikiim mnoho
vrasek na cele. Systematickym feSenim téchto problému je tzv. technika renormalizace.

Lagrangian standardniho modelu ¢éasticové fyziky je pomérné komplikovanou funkci, ve které
vystupuji ruzné typy poli odpovidajici elementdrnim ¢asticim. Z volné (kvadratické) ¢asti lagran-
gidnu je mozné vycist propagatory jednotlivych ¢astic (viz Obr. 10.1), z interakéni Cdsti pak
vycéteme interakéni vrcholy, kde se ¢astice ve Feynmanovych diagramech potkavaji, a prislusné
interakéni konstanty.

Higgstv boson Fermiony Vektorové bosony Gluony
(kvarky a leptony) (foton, W* a Z9)
77777777 — 009990000

Obrazek 10.2: Grafické zndzornéni Feynmanovych propagatoru standardniho modelu.
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10.2 Renormalizace

Jiz od konce 19. stoleti se lidé ptali, kde se bere hmotnost elektronu a co do ni prispiva.

Predstavime-li se jej totiz jako malou nabitou sféru o poloméru a, je energie elektrického pole jim
2
87\'660(1 ?
celou klidovou hmotnost elektronu me = 0,5 MeV ztotoznili s jeho elektromagnetickou hmotnosti

podle relativistického vztahu U = m,c?, dostdvame pro polomér elektronu

e? 9 e? ah |

= e — = = s kd = = —
8mega Me€ @ 8megmec?  2mec ¢« 4meghe 137

buzeného dana vztahem U = kde e je elementdrni ndboj (viz Cviceni 36). Pokud bychom

(10.6)

je (bezrozmérnd) tzv. konstanta jemné struktury. Velicina r. = 2a = 2,8 x 1075 m se nazyva
klasicky polomer elektronu.

Stejné tak si ovSem muzeme predstavit, Ze elektron ma jistou vlastni ,nahou hmotnost” (angl.
,bare mass”) mg a jeho celkovd hmotnost, kterou méfime v experimentech, je ddna souctem
me = Mo+ c% V limité bodového naboje, a — 0, roste elektromagneticka ¢ast hmotnosti do +oo
a pokud méa byt pozorovana hmotnost m. konstantni, musi se ,,bare” hmotnost mg blizit k —oco.
To je sice obtizné predstavitelné, nicméné z matematického hlediska mozné. Pojem hmotnosti
nabité castice kazdopadné neni trividlni vzhledem k jeji inherentni interakci s elektromagnetickym
polem. (Naboj nelze od elektronu oddélit a zméfit pouze jeho ,bare” hmotnost my.)

Dalsi priklad ukazuje, ze i ndboj Castice nemusi byt absolutni pojem. Jde o fenomén tzv.
screeningu v plazmatu, kdy se kolem Castice s ndbojem () vytvori opacné nabity oblak a tim se
jejl elektrostaticky potencial efektivné zméni na

_ Qcﬁ'(r)

o piitemz Qea(r) = Qe %5, (10.7)

¢(r)

kde Ap je tzv. screeningovd vzddlenost, za kterou se uz naboj jevi téméf jako nulovy (viz Cvi-
deni 37). Ndboj @ mé vlivem screeningu efektivni hodnotu Qef, jez zévisi na vzddlenosti, ze které
je Castice v plazmatu ,,pozorovana’.

Ani pro samostatny elektron neni otézka jeho néboje trivialni. V kvantové teorii pole totiz
kolem ného neustale vznikaji a zanikaji elektron-pozitronové pary a tento ,oblak virtualnich
Castic” opét zpusobuje zménu efektivni hodnoty ndboje. Vyjmout elektron z kvantového vakua
a zjistit jeho ,skutecny” naboj vSak neni experimentalné mozné. Musime se tedy spokojit s tim,
Ze naboj elektronu neni absolutni pojem, ale zavisi na okolnostech, konkrétné na energetické
skéle, na které proviadime dany experiment. Vyssi energie odpovidaji v kvantové teorii kratsim
vlnovym délkam a tedy presnéjsi lokalizaci, diky niz pronikdme oblakem virtudlnich ¢astic blize
k samotnému elektronu.

Tim se dostavame k pojmu renormalizace v kvantové teorii pole. Jedna se o soubor technik,
které umoznuji konzistentné se vyporadat s divergencemi smyckovych Feynmanovych diagrami
a jejichz vysledkem jsou predpisy pro zdvislost fyzikdlnich konstant (napf. hmotnosti ¢astic,
ndboju, vazbovych konstant) na energetické skdle p uvazované kvantové-polni teorie. Konkrétni
model kvantové teorie pole (tedy soubor poli popsany urc¢itym lagrangidnem .¥) muze byt tzv.
renormalizovatelny ¢i nikoliv. Nerenormalizovatelné teorie jsou obvykle vnimany jako patologické
a tedy nevhodné z hlediska vyuzit{ ve fundamentalni fyzice. (Mohou vsak slouzit jako efektivn{
teorie platné na uréité energetické skale.)

Odvozeni prislusnych renormalizac¢nich rovnic je predmétem pokrocilych partii kvantové teorie
pole. Shriime si alespon nékteré z vysledkt. V kvantové elektrodynamice je zavislost vazbové
konstanty (tj. elementdrniho ndboje) e na energetické skale p ddna rovnici

de e3 1, 1

e L e np+C — (u)=
Fan ~ 1272 2¢ T g MM e ()

ez(ﬂo)

_ e (po) 1, o’
1 = In o

(10.8)
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kde po je libovolnd referen¢ni skala. MuZeme uvaZzovat napifklad g = mec? relevantni pro
rozptyl pomalych (nerelativistickych) elektronii. Teorie renormalizace pak davd predpovéd, jak
elementérni naboj ,tede” s energetickou skdlou. Rozdil e(u) — e(up) se nékdy nazyva radiativnd
korekci elektrického naboje.

Vsimnéme si, ze prava strana vysledného vztahu (10.8) pripousti pro dostateéné vysoké ener-
gie az nekone¢nou hodnotu naboje e. M4 totiz singularitu (tzv. Landauiv pdl) pro

62 3w
— o ex (7) — pp ex (7) = 11pe®s 10.9
M= o €Xp 2(10) Mo €Xp 2a(i0) Ho ( )

kde jsme pouzili vztah (10.6) pro konstantu jemné struktury v pfirozenych jednotkdch h = ¢ =
g0 = 1 a jeji referenéni hodnotu «(up) = 1/137. Tato singularita je vSak zcela bezpecné daleko
za jakymikoliv energiemi, které ve fyzice uvazujeme.

V kvantové chromodynamice, tedy v SU(3) kalibra¢ni teorii silnych interakei, je zavislost
silné vazbové konstanty gs na skale fizena rovnici

dgs g3 (11 2N) () = 92 (1o) 10.10
e 1672 377 9s (1) 1+%(117§Nf)1n#%’ (10.10)
kde Ny udavé pocet flavoru (tedy typt) kvarki. Pokud 11— %Nf > 0, tak jako je tomu pro Ny = 6
kvarki standardniho modelu, blizi se interakén{ konstanta gs(u) pro vysoké energie (ekvivalentné
malé vzdélenosti) k nule. Tento dulezity rys silnych interakei, nazyvany asymptoticka volnost,
objevili v roce 1973 fyzikové Gross, Wilczek a Politzer. V jejim disledku se kvarky pii malych
vzdalenostech chovaji jako volné, avsak se zvysujici se vzdalenosti jejich vzajemna interakce
narustd. To vede k jejich ,,uvéznéni” (angl. ,confinement”) v hadronech a samostatné kvarky se
proto za normaélnich okolnosti nepozoruji.
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10.3 Cviceni

Cviceni 36. Klasicky polomeér elektronu.
Urcete elektrostatickou energii sféry o poloméru a nabité nabojem ¢ = —e.

Resent:

Predstavme si elektron v klasické elektrodynamice jako sféru o poloméru a nesouci naboj

q = —e. Coulombovo elektrostatické pole a jeho celkova energie jsou dany jako
Er)=——2 5 U & O B2 /Ood ¢ (10.11)
r)= — _— = Xr — - T - . *
4meg r3 |z|>a a 8megr?  8mepa

(Elektrické pole uvniti sféry je nulové a tato oblast tedy k celkové energii neptispiva.)

Cviceni 37. Screening elektrického ndboje v plazmatu.
Uvazujte systém elektront a iontt s naboji g. = —e, resp. q¢; = +e, a lokalnimi koncentracemi
ne(r), resp. n;(r).

1. Kombinaci Poissonovy rovnice elektrostatiky a Boltzmannova termodynamického rozdéleni
odvodte diferencidlni rovnici pro elektrostaticky potencidl ¢(r),

eAG(r) = — ) qinsexp ( - q;i(;)) (10.12)

s=e,t

2. Uvazujte elektricky neutralni systém a p¥ibliZzeni vysokych teplot a zredukujte rovnici (10.12)
na linedrni diferencidlni rovnici

_ 1 o e’:‘k‘BT
Ap(r) = gﬁﬁ(r), kde Ap= ot i (10.13)

je tzv. Debyeova stinici délka. Naleznéte sféricky symetrické feseni této rovnice.
Resendi:

1. Gaussuv zakon elektrostatiky, div E = —’g’ (kde € je elektrickd permitivita prostfed{), ma
v Teci elektrostatického potencidlu ¢ tvar Poissonovy rovnice

1
A = —g ==Y an.. (10.14)

s=e,i

Boltzmannovo rozdéleni dava vztah pro koncentrace

qscﬁ(r))’

10.1
Kol (10.15)

ng(r) = Ns exp ( -

kde konstanty ns jsou stfedni hodnoty koncentraci. Jednoduchym dosazenim dostavame
rovnici (10.12).
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2. Pro elektricky neutralni systém plati n. = n;. Rozvojem exponencialy do prvniho fadu pak
ziskédvame rovnici (10.13). V piipadé sférické symetrie mé Laplacetv operdtor tvar

1

Cordr?

Ag(r) (r¢(7“)) (10.16)

a (10.13) prechdzi na rovnici
d? 1 oL o o
W(TMT)) = )\—QT¢(T), s obecnym FeSenim r¢(r) = Ae*p + Be *p. (10.17)
D

Potencidl ubyvajici v nekonec¢nu k nule ma tedy tvar tzv. Yukawova potencidlu

o(r) = Qe 2. (10.18)

dmer

(Ten v limité Ap — 0 pFechdzi na obycejny Coulombuv potenciél.)



Kapitola 11

Shrnuti standardniho modelu

Soucasny obraz fyziky mikrosvéta je shrnut ve Standardnim modelu éasticové fyziky. 7
technického hlediska se jednd o lagrangian kvantové teorie pole, ktery obsahuje pole skalarniho,
spinorového a vektorového typu odpovidajici elementdrnim ¢asticim. Volné ¢ast lagrangidnu de-
finuje propagatory jednotlivych ¢éastic, zatimco interakéni ¢ast nese informaci o jejich vzajem-
nych interakcich. Standardni model je invariantni viéi translacim a Lorentzovym transformacim
(jednd se o specidlné relativistickou teorii) a vuéi lokdlnim kalibraénim transformacim grupy
U(1) x SU(2) x SU(3) puisobici na vnitinim polnim prostoru. Odpovidajici neableovskd Yang-
Millsova kalibrac¢ni teorie popisuje

. . . . t .
e silnou interakci mezi kvarky Z , g Dy zprostiedkovanou 8 gluony:;
o elektroslabou interakci mezi kvarky a leptony 5 , uu , ;- , zprostredkovanou
e “w T

fotonem a intermedialnimi vektorovymi bosony W, Z°.

Leptony a kvarky jsou fermiony se spinem 1/2; jeZ jsou zorganizovany do t¥{ generaci. Jejich
hmotnost, jakoz i hmotnost intermedidlnich bosonti, ma ptvod v interakci se skalarnim Higg-
sovym bosonem H.

Da se ukazat, ze Standardni model je jedind renormalizovatelna teorie s danym Casticovym
obsahem a danymi symetriemi. Ma celkem 19 nezavislych parametri, jez jsou urceny na zakladé
experimentt: 10 hmotnosti ¢dstic (3 leptony, 6 kvarku a 1 Higgstiv boson), vazbové konstanty
g a g (za elektroslabou interakci) a g, (za silnou interakci), 4 parametry Cabibbo-Kobayashi-
Maskawovy matice, vakuovou stfedni hodnota Higgsova pole v a konec¢né tihel CP naruseni v
kvantové chromodynamice Ogcp (jehoz podrobnéjsi vysvétleni jde nad ramec této prednasky).

Pocet 19 parametra Standardniho modelu predpoklddd, ze bereme neutrina jako nehmotna.
Experimentalné se vSak ukazuje, Ze neutrina maji nenulovou hmotnost (< 0,1 €V) a to na
zédkladé fenoménu tzv. neutrinovych oscilaci. Zjistilo se, Ze neutrina v, v,, v, periodicky
meéni svou identitu (viz Cviceni 38). Napiiklad, neutrina vznikajici ve Slunci jsou vyhradné
elektronova (muony a tauony se ve Slunci vzhledem ke své relativné vysoké hmotnosti, 106 MeV
resp. 1777 MeV, neprodukuji), na Zemi méfeny tok je vSak tvoren elektronovymi neutriny pouze
z jedné tietiny. Neutrina interaguji pouze slabé (skrze slabou interakci) a jejich detekce je tak
pomérné obtiznd. Nejvétsi neutrinovy detektor IceCube se nachazi pod jiznim podlem. Tvori ho
1 km?® antarktického ledu provrtany trubicemi se senzory.

Finalni verifikaci standardniho modelu byl objev Higgsova bosonu v proton-protonovych sraz-
kéch na urychlova¢i LHC v CERNu v roce 2012, kde jeho existenci potvrdily dva nezavislé

7
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detektory ATLAS a CMS.
Na zaveér této kapitoly si shrnme celkovy lagrangian standardniho modelu:

fSM = ggauge + gfermion + gHiggs + gYukawau (]-1]-)
Zde

o ZLyauge zahrnuje kinetické cleny a pifipadné samointerakce kalibrac¢nich poli W, Z,, A, a
gluonovych poli Af (viz rovnice (6.16) a Cviceni 31);

o Ztermion POpisuje dynamiku diracovskych poli leptont a kvarkt a jejich (minimdlni) in-
terakei s kalibra¢nimi poli (viz kapitola 6 a kapitola 7.2);

o ZHiggs POpisuje dynamiku Higgsova pole vedouci ke spontdannimu naruseni symetrie a gene-
raci hmot intermedialnich vektorovych bosontt W+ a Z° (viz kapitola 8.2 a rovnice (8.16));

o yukawa udava interakci Higgsova pole s leptony a kvarky, jez po spontdnnim naruseni
symetrie vede ke generaci hmot téchto ¢astic (viz kapitola 8.3 a rovnice (9.4)).
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11.1 Cviceni

Cviceni 38. Oscilace dvou neutrin.
Uvazujte dva typy (flavory) neutrin, napf. elektronové v, a mionové v, spojené s hmotnostni
bdzi{ neutrinového prostoru (v, vs) ortogonalni transformaci

Ve [ cosf  sinf 121
(1/#> - (— sin 6 cos@) (l/g) ’ (11.2)

S jakou pravdépodobnosti namérime mionové neutrino ve vzdédlenosti L od zdroje, ve kterém
vznikaji neutrina elektronova. (Uvazujte ultrarelativisticky rezim.)

Resent:

Hmotnostni vlastni stavy s hybnosti p, |v;) (j = 1,2), se v Case vyvijeji jako

2

. m;
(1)) = e~iFit |y, kde Ej=/p?+m?~ S 11.
lvj(t)) =e lv;(0)) , e Ej p°+mj |p|+2|p| (11.3)

Zajima nas amplituda pravdépodobnosti

(Vplve(t)) = ( —sin @ (v1| + cos 6 (5] ) (cos 01 (t)) +sinf |va(t)) ) = sin @ cos f(e~1E2t — g ALY
(11.4)
Pravdépodobnost je pak dana jako

) -2
|(vuve(t))? = s1n4 20 (2 — e HAE _ (AR = y(l — cos(t AE)) = sin® 26 sin® (MTE),
(11.5)
kde jsme vyuzili vzorec H% 2 3
V ultrarelativistické limité zanedbatelnych klidovych hmotnosti je |p| = E = % a pro
pravdépodobnost pfemény elektronového neutrina na mionové na vzdalenosti L = ¢ (v pfiroze-
nych jednotkdch ¢ = 1) tak mizeme psat

= sin

Am?2

4F

L
P(ve — v,; L) = sin® 20 sin? ( ), kde Am?=m32 —m?. (11.6)

Vsimnéme si, Ze pro Am? = 0 by k neutrinovym oscilacim nedochézelo.
Pozndamky:

Oscilujici neutrina je mozné si intuitivné predstavit jako klasicky systém dvou sprazenych
kyvadel. Jednotlivé souradnice odpovidaji jednotlivym neutrinovym typim v, a v,, zatimco
normalni médy predstavuji hmotnostni stavy v1 a v s odliSnymi vlastnimi frekvencemi. Energie
systému se periodicky preléva z jednoho kyvadla na druhé, tak jako se méni typ neutrina.
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Z.a standardnim modelem

12.1 Velké sjednoceni

Ve standardnim modelu s kalibraéni grupou Ggyr = U(1) x SU(2) x SU(3) mame t¥i vazbové
konstanty odpovidajici jednotlivym faktorim: ¢’, g a gs. Pfi studiu jejich renormalizacnich toku
je mozné si povsimnout, Ze na energetické skale 10'® GeV se jejich hodnoty piiblizné vyrovnavaji.
(K presnému vyrovndni dojde, pfijmeme-li myslenku supersymetrie, tj. existenci bosonovych
partnerskych castic ke kazdému elementarnimu fermionu, a naopak, ktera vsak nemda oporu v
experimentech.) To vedlo fyziky k tivaze, Ze pii takto vysokych energiich by tfi fundamentaln{
sily standardniho modelu — elektromagneticka, slabé a silnd — mohly byt sjednoceny v jedinou
silu charakterizovanou jedinou interakéni konstantou. Teorie, které tuto myslenku implementuji

se obecné nazyvaji teorie velkého sjednoceni (angl. ,,grand unified theories” — GUT). Jednd
se opét o neabelovské kalibra¢ni teorie, jejichz kalibracni grupa Ggyr obsahuje Ggys jako svoji
podgrupu.

Nejjednodussi takova teorie, navrzena v roce 1974 fyziky Georgim a Glashowem, pracuje s
grupou Gy = SU(5) ptsobici na reprezentacnim prostoru, ktery sestava z celé jedné generace
fermionu standardniho modelu, tj. napf. z leptont e a v, a kvarkii u a d ve tfech barevnych
variantdch. Problémem vsak je, Ze tato symetrie mezi leptony a kvarky vede k procestim, které
nezachovavaji baryonové ¢islo, konkrétné k predpovédi rozpadu protonu, jez je v rozporu s
experimentdlné pozorovanou stabilitou protonu. Takovym procesem je napiiklad p — et + 70,
pfi kterém z jednoho baryonu (p) vzniké lepton (e™) a mezon (7°).

V soucasnosti je nejzhavéjsim kandiddtem na teorii velkého sjednoceni teorie zalozend na
grupé Geuyr = SO(10). Ta se dokéze vyhnout problémim s rozpadem protonu a navic spravné
zahrnuje nenulové hmotnosti neutrin. Leptony vystupuji jako jakasi ¢tvrtd barevna verze kvarkia.

12.2 Temna hmota

Uvazujme sféricky symetrické rozlozeni hmoty, které predstavuje zjednoduseny model galaxie (ta
mé vSak ve skutecnosti tvar disku). Pro rychlost v testovaci ¢dstice (hvézdy) pohybujici se po
kruhové orbité o poloméru r dava Newtoniv gravitacni zakon vztah

=q=—~2 — u(r) = ; (12.1)

kde G je Newtonova gravita¢ni konstanta a M (r) celkovd hmotnost uvniti sféry o poloméru r.
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Uvazujeme-li pouze viditelnou cast galaxie, kterou aproximujeme jako sféru o poloméru Ry, a
hustoté pr, dostaneme zévislost rychlosti obéhu na vzdélenosti od stfedu galaxie (tzv. rotaéni
krivku)

= (r<R AnGpL R
uL(r)va(RL)x{fj;TL ET>RL;7 kde vL(RL)E\/%. (12.2)
L

NG =

Experimentalné 1ze rychlost obihajicich objekt urcit pomoci dopplerovského posuvu a ukazuje
se, ze na vétsich vzdalenostech rychlost neklesa, nybrz zastava zhruba konstantni. Méreni ukazuji
zésadni rozpor se standardn{ predstavou o hmotnostnim slozeni galaxif — jen asi 15% hmoty tvor{
bézné pozorované ¢astice (protony, neutrony, elektrony) a z nich slozené objekty. Zbylych 85%
hmoty ve Vesmiru tvoi{ tzv. temna hmota (angl. ,dark matter”), kterd se projevuje gravitacné,
avsak neprodukuje elektromagnetické zareni.

Dalsi pozorovani se tykajl vzajemného pohybu galaxii v galaktickych clusterech ¢i efektu
gravitacniho cockovani, pri kterém hmota diky svému gravitacnimu ptisobeni ohyba svételné
paprsky. To vede na zkresleni pozorovanych objektli, z ¢ehoz miizeme usuzovat na rozlozeni
hmoty ve Vesmiru.

Temnd hmota, coby nesporny experimentalni fakt, je zrejmeé nejvétsi zahadou soucasné fyziky.
Trebaze existuje celd fada hypotéz objasnujici jeji identitu a puvod, zadné se zatim neprokazala.
Jednim druhem vysvétleni je, Ze temné hmota je tvorena ¢asticemi mimo standardni model. Casto
se uvazuje slabé interagujici hmotnd castice (zkratka WIMP) s hmotnosti okolo elektroslabé
skaly, tj. ~100 GeV.

Dalsim kandiddtem na temnou hmotu jsou primordialni ¢erné diry vzniknuvsi v ranych
fazich Vesmiru. Vzhledem k mechanismu Hawkingova vyparovani ¢ernych dér by ale v rdmci
klasické teorii gravitace tézko obstaly. V ramci kvantové teorie gravitace by se vSak nevyparily
plné, nybrz by z nich zistaly relikty o hmotnosti zhruba Mp; = \/he/G = 2 x 107° g (tzv.
Planckova hmotnost).

Existuji i uvahy, ze efektti temné hmoty by se dalo dosdhnout modifikaci samotného New-
tonova gravita¢niho zdkona na galaktickych vzdalenostech. Samoziejmé je i mozné, ze spravna
teorie temné hmoty je kombinac{ vySe zminénych (¢i nééeho tGplné jiného).



Kapitola 13

Urychlovace a detektory

13.1 Urychlovace castic

vvvvv s vz

Hmota kolem nas je slozenad z elektronti, protonti a neutronil. Exotictéjsi ¢astice vznikaji pri
dostate¢né vysokych energiich. Jejich prirozenym zdrojem jsou vysoce-energetické elektrony a
protony (popf. jadra dalsich prvki), které k ndm prilétdvaji z Vesmiru — tzv. kosmické zafeni
detekované Hessem v roce 1912 v horkovzdusném balénu. Jejich ndrazem do zemské atmosféry
vznikaji spriky sekundérnich ¢éstic, mezi nimiz byl objeven napitiklad pozitron (1932) ¢ mion
(1937).

Kontrolovanou produkci vysoko-energetickych ¢astic umoznuji ¢asticové urychlovace, v nichz
se kineticka energie nabitych c¢astic zvysuje pomoci elektrickych poli a tvar trajektorii je kont-
rolovan poli magnetickymi. K urychleni slouzi tzv. radiofrekvencéni (RF) dutiny, v nichz vznika
stojatd elektromagnetickd vina, kterd svazek ¢astic urychluje v podélném sméru a zaroven jej
drz{ pohromadé (rychlejsi ¢dstice jsou urychleny méné, pomalejsi vice). Ohyb trajektorie svazku
zpusobuji dip6lové magnety, zatimco kvadrupoélové magnety fokusuji svazek v pricném sméru
(svazek je tvofen shodné nabitymi ¢asticemi, které se neustle odpuzuji).

Urychlovace jsou bud linedrni nebo kruhové. Linearni design je jednodussi, ale k urychleni
¢astic dochdzi pouze jednorazové. (Nejvykonnéjsim linedrnim urychlovacem je SLAC v Kalifornii,
kde elektrony dosahuji energie 50 GeV.)

U kruhového urychlovace je tfeba vyuzit kolmého magnetické pole k zajisténi kruhové trajek-
torie ¢astic, které pak jsou urychlovany opakované pii kazdém prichodu. Cyklotron je relativné
kompaktni zafizeni, jehoz magnetické pole B je konstantni a tim padem se polomér trajektorie
s rostouci energii ¢astic zvysuje. Frekvence kruhového pohybu, tzv. cyklotronovd frekvence

B 1
We = q—, kde

m "=
Y /1_%2

q je ndboj a m klidova hmotnost ¢astic, zavisi na energii ¢astic pouze skrze relativisticky faktor ~
(viz Cviceni 12). Frekvenci urychlujiciho elektrického pole v RF dutiné tedy neni tfeba vyrazné
meénit. Cyklotrony sice nedosahuji ptilis vysokych energii (maximalné stovky MeV), ale diky své
dostupnosti jsou vyuzivany v praktickych aplikacich, napriklad v protonové terapii.

Nejvyssich energii dosahuji kruhové urychlovace prstencového tvaru, tzv. synchrotrony, v
nichz se ¢astice pohybuji po kruznici stalého polomeéru. Se zvysujici se kinetickou energii je tedy
tfeba odpovidajicim zptsobem zvySovat (synchronizovat) intenzitu magnetického pole. To vyza-
duje silné supravodivé elektromagnety, v pripadé nejvykonnéjsiho svétového synchrotronu LHC

(13.1)
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(Large Hadron Collider) ve $vycarském CERNu az 8 T, schlazené na teplotu 2 K. Céstice pii
kruhovém pohybu vyzaruji elektromagnetické synchrotronové zdreni a tim naopak energii ztra-
ceji. Synchrotronové zareni se ale da i vyuzit, a to jako zdroj mimoradné kvalitniho rentgenového
zafeni pro difrakén{ studium materidla a makromolekul (¢im kratsi vinova délka, tim vétsi detaily
miZeme pozorovat).

Pro srazku dvou ¢astic (pro jednoduchost se stejnou klidovou hmotnosti m) je celkova energie
v tézistové soustavé ddna Mandelstamovym invariantem jako E.,, = /s (viz rovnice (2.23)). Pro
rozptyl svazku (A) na pevném teréi (B) je v laboratorn{ soustavé

pPA = (E‘A,pA)7 pPB = (m,O) : s =2m?+ 2mE 4 =~ 2mFE,, (13.2)

kde jsme v poslednim kroku provedli aproximaci vysokych energii, F4 > m. Oproti tomu, pro
srazku dvou protibéznych svazkia (A a B) mame

pa = (Ea,p), pp=(Ep,—p): s=(Ea+ EB)2 = 4E1237 (13.3)

jelikoz E4 = Ep diky stejnym klidovym hmotnostem. Tzv. head-on kolize protibéznych svazki
tedy produkuji mnohem vyssi energie a umoznuji tak vznik tézsich, exotic¢téjsich ¢astic. LHC
v proton-protonovych srdzkach dosahuje energie \/s;gc = 13,6 TeV. U protont kosmického
zareni, které interaguji s ,pevnym teréem” atomt vzduchu, by tomu odpovidala energie £ 4 =

SLHC = 105 TeV. Kosmické zaieni dosahuje dokonce vyssich energii, az 108 TeV, coz odpovida

JSCR = 400 TeV.

Jednou véci je energie srazek, druhou vsak jejich ¢etnost. Tu urcuje veli¢ina zvana luminozita
L (krat u¢inny prufez o). Svazky jsou obvykle sekvenci mnoha pulzt. Je-li f frekvence pulzt, S
prufez svazku a N4 p poCet Castic v pulzu (popfipadé v ter¢iku), je luminozita ddna vztahem
(viz formule (2.20) pro Géinny pritez o)

NyNp
S bl

L=f a tedy oL = Cetnost srazek. (13.4)
Maximaln{ luminozita LHC je L1 zc ~ 1034 cm 257!, U kosmického zéien{ je pravé luminozita
hlavni prekazkou v jeho praktickém vyuziti pro ¢asticové experimenty. Pro energie srovnatelné s
LHC totiz ¢ini pouhych Log ~ 107 cm™2s7 1.

13.2 Detekce castic

Geiger-Miillertuv éitac (1908) je trubice s inertnim plynem, ktery se pii prichodu ¢éstic o,
nebo y-zéreni ionizuje. Elektrické napéti mezi anodou (stfedovym dratkem) a katodou (plastém
trubice) zpusobi urychleni elektroni a iontd, které déle nardzeji do atomu plynu a zpusobi tak
ionizac¢ni lavinu registrovanou jako elektricky proud. Vysledny signal nezavisi na pocatecni energii
ani na typu céstice.

Wilsonova mlzna komora (1911) obsahuje podchlazenou paru, kterd v misté, kde je ionizo-
vana detekovanou ¢astici, kondenzuje a vytvari tak viditelnou kondenzacni stopu. a-Castice maji
stopu kratsi a tlustsi nez lehéi elektrony a pozitrony. Ty navic mtizeme od sebe odliSit smérem
ohybu trajektorie v magnetickém poli. Miony jsou mnohem tézsi nez elektrony a jejich stopy jsou
tak prakticky rovné.

Slabou strankou mlzné komory je fakt, ze plyn je pomérné ridké médium, se kterym zreaguje
jen maly zlomek nalétavajicich ¢astic. Bublinkova komora, vynalezend Glaserem v roce 1952,
je obdoba mlzné komory tvofend kapalinou (ta je 1000x hustsi nez plyn) zahfdtou tésné pod
bod varu. Mirnym snizenim tlaku se dostava do metastabilni faze, kdy se podél ioniza¢ni dréahy
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castice vytvori bublinky plynu. Bublinkovd komora je citlivéjsi a zaroven presnéjsi nez komora
mlzna. V obou pripadech byly ovsem vysledné drahy fotografovany a ru¢né vyhodnocovany, coz
znacné limitovalo mnozstvi zpracovanych dat.

Jiskrova ¢i draténa komora jsou protkany vodici pod napétim a plynem, kterym pfi ionizaci
protece proudovy pulz (podobné jako v Geiger-Miillerové ¢itaci). Pulzy jsou lokalizované a auto-
maticky zpracovavané pomoci elektroniky. Je mozné rekonstruovat drahu ¢astice i jeji energetické
ztraty a detektor vypinat a zapinat podle potieby.

V soucasné dobé nejpouzivanéjsi jsou kfremikové detektory skladajici se z mnoha pixelt,
v nichz prochézejici ¢astice vytvaii pary elektron-dira a tedy elektricky proud. Tyto detektory
maji mimotradné dobré prostorové i casové rozliseni.

Kalorimetry jsou specializované detektory mérici energii ¢astice. Jsou slozeny z hustého
materidlu tak, aby v nich ¢astice podstoupila mnoho interakci, vytvorila sprsku sekundarnich
Castic a jeji vstupni energie se tak zcela pohltila.

Céstice prochazejici detektorem ztraceji energii ionizaci okolni hmoty. (U lehéich éastic, elek-
tron a pozitrond, hraje roli i brzdné zafeni zpusobené ohybem jejich trajektorie.) Ionizacni
ztraty energie v zavislosti na hybnosti ¢dstice popisuje Bethe-Blochova formule.

Samostatnou kapitolou je detekce fotont. Foton s relativné nizkou energii (do ~ 100 keV)
zpusobuje fotoefekt, tj. vyrazeni elektronu z materialu. Ten je dale urychlen elektrickym polem
a dalsi narazy zpusobi lavinu elektroni a tedy elektricky proud. To je princip fotonasobice.
Vysoce-energetické fotony (nad ~ 10 MeV) interaguji pfedevsim tvorbou parua elektron-pozitron,
které dale reaguji. Ve stifednim rozsahu energii, 100 keV az 10 MeV, dominuje Comptoniv rozptyl,
pri kterém foton narazi do elektronu a ten svym pohybem zptsobi ionizaci materidlu.

Scintilatory jsou materialy, v nichz prichodem castice dojde k excitaci elektronu a pri jejich
deexcitaci latka vyzaruje svétlo. To je dale registrovano pomoci fotonasobicu.

Na zavér jesté zmitime Cerenkovovo zéFeni. To vzniké, pokud je rychlost ¢stice v vétsi,
nez je rychlost svétla v daném prostiedi: ¢/n, kde n je index lomu. (Jako analogii si pFedstavme
motorovy ¢lun rychle plujici po mori, ktery vytvaii viny sitici se pod urcitym tthlem vzhledem ke
sméru pohybu.) Porovnanim vzdédlenosti urazené ¢astici a svétlem za ¢as ¢t dostaneme jednoduchy

vztah pro tihel 6 mezi smérem pohybu castice a smérem Siteni viny: cosf = C/T"
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